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si como para la diferenciación de una función matemática cualquiera 

existen reglas precisas y determinadas que conducen al fin apetecido, no sucede lo mismo 

cuando se pretende pasar de la ecuación diferencial a la ecuación finita o primitiva, como 

integral suya; pues no solo ésta se refiere, en algunos casos, a funciones trascendentes 

desconocidas, sino que dentro de las conocidas puede haber muchas que convengan con 

las misma ecuación diferencial. 

 

Dignas de mención son, por ejemplo, ciertas integrales que por su naturaleza propia toman 

el nombre de singulares, las cuales gozan de la particularidad de satisfacer a la ecuación 

diferencial, sin que sea posible deducirlas de su integral general por valor alguno de las 

constantes. Para formarse claro concepto de esta clase de integrales, interesa unir en 

estrecho maridaje el Análisis con la Geometría, a fin de que la teoría de las involutas y 

envolventes nos de cuenta exacta, siquiera sea en los casos más sencillos, de semejante 

anomalía aparente. 

 

Las integrales singulares, según los procedimientos ordinarios, se deducen, o directamente 

de la integral general, o también de la ecuación diferencial; empero, conforme al fin que se 

persigue en la presente Memoria, aun cabe considerar una ecuación diferencial, tal como: 

 
  0',, yyxf  

 

en su mayor grado de generalidad, siendo indeterminado el valor y'; de suerte que si las 

variables x é y, satisfacen a la ecuación: 

 
  0,  yx  

 

en el concepto de que la y' de la ecuación diferencial dada, o de otra relacionada con la 

primera, corresponda con la y' de , bien cabrá considerar a esta función como integral 

singular de una o de las dos ecuaciones diferenciales precitadas, conforme tendremos 

ocasión de probar. 

 

Respecto al desarrollo de esta Memoria, no hemos vacilado en comenzar por ciertos 

conocimientos que se relacionan más o menos directamente con el estudio de las 

integrales singulares, al objeto de aclarar ideas, y así llegar con buena base al estudio, en 

particular, de cierta clase de integrales singulares que daremos a conocer mediante un 

método general, uniforme y sencillo, el cual, después de aplicarlo a las ecuaciones 

diferenciales ordinarias, haremos extensivo a las ecuaciones entre derivadas parciales, 
así como también a las ecuaciones diferenciales de variables imaginarias. 
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Cuadro sinóptico de la materia contenida en esta Memoria 
 

 

Parte Primera 

 

 

Preliminares 

 

I. Principios analíticos dentro de lo infinitésimo. 

I. Principios geométricos. 

II. Eliminación de constantes y funciones arbitrarias. 

III. Líneas involutas y envolventes. 

IV. Estudio de la integral general deducida de la ecuación diferencial:   0',, yyxf  

 

Parte Segunda 

 

Integrales Singulares 

 

I. Integrales singulares, deducidas de la integral general ó de la ecuación 

diferencial   0',, yyxF , según los procedimientos ordinarios. 

II. Procedimiento especial para obtener cierta clase de integrales singulares, 

deducidas de la ecuación diferencial   0',, yyxF . 

III. Aplicación del método anterior para obtener integrales singulares de 
   0',, nyyyxF  . 

IV. Determinación de cierta clase de integrales singulares, deducidas de la función 

  0,,,, qpzyxF . 

V. Aplicación del mismo procedimiento para determinar integrales singulares de la 

función   0',, zF , correspondiente a las cantidades complejas. 
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PARTE PRIMERA 

 

I 

 
BREVES CONSIDERACIONES ACERCA DEL ANÁLISIS INFINITESIMAL 

 

 

La cantidad en su mayor grado de generalidad, conforme indican varios autores, divídese 

en las tres categorías siguientes: 

 

 Cantidad primera ..............  Cantidad infinitamente pequeña. 

 Cantidad segunda .............  Cantidad finita. 

 Cantidad tercera ...............  Cantidad infinitamente grande. 
(*)

 

 

La cantidad en cada una de estas tres categorías, tiene caracteres propios que la diferencian 

de las otras dos; con todo, algo común existe entre ellas que permite relacionarlas entre si: 

esta nota común la constituye la variabilidad, la cual, en la primera y tercera categoría, se 

caracteriza por los diferentes órdenes infinitesimales a que puede referirse la cantidad, a 

diferencia de la finita, que se aprecia por los valores cuantitativos que puede recibir. 

 

Esto no es decir que en lo infinitésimo no entre la finitud, bien que de un modo indirecto, 

pues lo mismo el infinitamente pequeño que el infinitamente grande, se consideran 

resultado de un producto de dos factores, siendo uno finito y otro una potencia de ciertas 

unidades infinitesimales expresadas generalmente por  ó A, según se refieran éstas a la 

primera o tercera categoría de cantidad. 

 

Los exponentes de las potencias correspondientes a estas unidades infinitesimales, deciden 

del orden de las cantidades infinitésimas, considerándose positivos en los infinitamente 

pequeños, y negativos en los infinitamente grandes, en el concepto de que se tome como 

única unidad fundamental ; empero si la unidad fundamental fuese A, resultaría todo lo 

contrario. 

 

Además, hay que advertir que en ambos casos se supone la cantidad finita, siempre del 

orden cero. 

 

Después de estas breves consideraciones acerca de la cantidad, interesa dar a conocer uno 

de los principios más fundamentales dentro del Cálculo infinitesimal, el cual podemos 

formular bajo los términos que a continuación se expresan: 

 

Una suma de infinitamente pequeños cuyos sumandos se refieren a órdenes diferentes, se 

resuelve, en general, en el orden inferior. 

 

                                                           
(*)

  Según mi humilde parecer, la expresión de infinitamente debiera cambiarse en indefinidamente, por más 

que el uso establezca lo primero. 
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Este principio, sin embargo, tiene su excepción cuando los signos de los sumandos no son 

los mismos, dando ello origen a una consecuencia de suma importancia respecto a las 

cantidades que difieren infinitamente poco entre si. En efecto, supongamos, por ejemplo, la 

diferencia de dos infinitamente pequeños del mismo orden, tales como nn 'y     . 

 

Según principios del cálculo infinitesimal ya expuestos, cabe escribir 

 
n

n
n

n KK  '  ',   

 

siendo K' y K cantidades finitas. 

 

Así, pues, al restar miembro a miembro estas dos igualdades, se tiene: 

 

  n
nn KK  ''  

 

Ahora, bien; según la verdadera génesis de cantidad, pueden considerarse las relaciones 

siguientes entre K y K ': 

 
 ')3(')2(')1( KKKKKK 

 

siendo  un infinitamente pequeño. 

 

En su virtud, podemos admitir que la diferencia entre dos infinitamente pequeños del 

mismo orden, será de igual orden según (1); cero, según (2); resolviéndose en un 

infinitamente pequeño de orden superior al suyo, si se atiende a la igualdad (3). 

 

De la discusión precedente se deduce inmediatamente que una suma algebraica de varios 

infinitésimos, no siempre se resuelve en el orden inferior de los sumandos. Además, no 

cabe dudar que de los tres casos considerados el más importante es el tercero, por ser el 

origen de las cantidades que difieren infinitamente poco entre si; palanca la más poderosa 

del análisis, pues cuando en los cálculos entran dichas cantidades, pueden sustituirse unas 

por otras, tanto en relaciones de cociente como en sumas de infinitamente pequeños, con 

tal que en este último caso se conserve el mismo signo en todos los sumandos. 

 

Estas sencillas consideraciones acerca del análisis infinitesimal, forman la base de la 

Matemática superior, siendo suficientes para darnos una explicación satisfactoria de todas 

las particularidades que pueden ocurrir al buscar las integrales singulares que contiene una 

ecuación diferencial, conforme al método incompleto de Lagrange, que tendremos ocasión 

en dar a conocer más adelante. 

 








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 II 
 

 

BREVES CONSIDERACIONES ACERCA DE LA GEOMETRÍA INFINITESIMAL 
 

 

La Matemática superior se apoya en dos métodos que bien pueden considerarse como los 

más generales; el método de los límites y el método de los infinitésimos; y si bien ambos 

pueden utilizarse para resolver los problemas de la alta Matemática, parece ser, sin 

embargo, que se concede hoy más importancia al segundo que al primero, por cuanto los 

infinitamente pequeños, en particular, permiten, mediante sus diferentes órdenes, apreciar 

mejor todos los elementos que entran en el problema, alcanzando al fin, y por vía de 

división, la finitud, en general, que es el principal objetivo del matemático. 

 

Así, pues, según el método infinitesimal, resulta que la tangente en un punto de una curva, 

se sustituye por el elemento de la misma que pasa por dicho punto, puesto que se trata de 

dos rectas que difieren infinitamente poco entre sí, respecto a su dirección. 

 

Este nuevo concepto de tangente permite considerar la curva dada como un multilátero, al 

unir por rectas varios puntos infinitamente próximos de la misma, constituyendo cada una 

de dichas rectas, como es bien sabido, un elemento de la curva. 

 

Es de notar que cada uno de estos elementos sustituye al arco 

que le corresponde, puesto que la diferencia entre la cuerda y el 

arco, dentro de lo infinitésimo, se resuelve en el cubo del orden 

de dicho arco, por lo cual resultan dos cantidades que difieren 

infinitamente poco entre si, permitiendo, según los principios 

que preceden, la sustitución de una cantidad por otra. 
              Figura 1ª 

  Sin duda que esos cambios facilitan mucho el planteo de los 

problemas que se basan en la ley de continuidad, sin que por ello, al llegar a la finitud, 

sufra el resultado alteración alguna respecto al que se obtendría solucionando el problema 

por otro procedimiento cualquiera. 

 

Estas consideraciones generales nos permiten adelantar algunos conocimientos más acerca 

de la Geometría infinitesimal. 

 

Sean, por ejemplo, 00 yx  las coordenadas del punto m de la curva plana AB, 

correspondiente a la función   0, yxf . Si los puntos m, p, q, se hallan a distancias 

infinitamente próximas, se tendrá que las coordenadas del punto p podrán expresarse por: 

 

001001 dyyydxxx   
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Así, las del punto q, por 



2
000112

2
000112

2

2

dydyydyyy

dxdxxdxxx





 

 

Y, en general, para el punto ,, nn yx  cabrá escribir, por inducción, las fórmulas simbólicas 

siguientes: 

   n
n

n
n dyydxx  11 00  

 

Los puntos m, p, q..... toman el nombre de puntos consecutivos de la curva AB. 

 

Bien podríamos afirmar que la idea que acabamos de exponer constituye la base del 

estudio correspondiente al contacto de líneas. 

 

En efecto, pues si dos líneas tienen dos puntos consecutivos comunes, se dice que son 

tangentes entre si, resultando un contacto de primer orden; si tienen tres, el contacto es de 

segundo orden, siendo las líneas osculatrices; si tienen cuatro, el contacto es de tercer 

orden, siendo este último caso las líneas sobre osculatrices. Y, en general, si el contacto es 

del orden n, las dos líneas tendrán n + 1, puntos consecutivos comunes. 

 

Según las fórmulas simbólicas halladas, resulta que dos líneas planas tienen un contacto de 

primer orden en el punto común ,, 000  yx  si se verifica: 

 

,, 000  ddyddx  

 

Será de segundo, si se tiene además 

 

0
2

0
2

0
2

0
2 ,  dyddxd  

 

así continuando. 

 

 

Se comprende que si en vez de tomar diferenciales 

consideráramos las derivadas de las dos funciones  ,xFy   

 ,xy   representantes de las dos líneas dadas, claro está que 

en el punto común ,, 0000  yx  para que existiera un 

contacto de orden n, sería preciso que las derivadas respectivas 

de las dos funciones fuesen iguales hasta las del orden enésimo. 

 
Figura 2ª 
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La ley de contactos cabe manifestarla también de un modo gráfico, debiendo sustituir en 

este caso por grado de aproximación entre las dos líneas, lo que se llama orden de 

contacto. 

 

En efecto, sean las dos líneas AB y CD representantes de las dos funciones  ,xFy   

 .xfy   Dichas líneas se cortan en el punto M;  si suponemos ahora que ab representa un 

incremento infinitamente pequeño de primer orden dado al valor x = oa, al levantar por b 

la ordenada, cortará, en general, a las dos líneas AB y CD, respectivamente, en los puntos 

N y p; y en este concepto podremos escribir la relación siguiente: ;
ab

Np
 de suerte que si 

resuelve esta relación en un infinitamente pequeño del orden n, el contacto de las dos 

líneas será del orden n; todo lo cual indica que la porción de ordenada Np, que separa a las 

dos líneas, se resuelve en un infinitamente pequeño del orden n + 1, siendo éste el grado de 

aproximación de las líneas dentro de lo infinitésimo. 

 

En el caso de que la ordenada trazada por el punto b, no encontrara, por ejemplo, a la línea 

AB, efecto de la situación de los ejes, quedaría salvada la dificultad, trazando un arco de 

círculo, tal como pq, siendo M su centro y Mp el radio, correspondiente a un infinitamente 

pequeño de primer orden; así, pues, la relación ,
Mp

pq
 sustituirá a la anterior ,

ab

Np
 resultando 

idénticas consecuencias para la ley de contactos. 

 

Terminaremos estas consideraciones geométricas dando a conocer una propiedad notable 

respecto a los triángulos infinitesimales, que tendrá luego su aplicación al estudiar las 

líneas envolventes. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figura 3ª 

 

Supongamos el triángulo ABC, siendo c y B, infinitamente pequeños de primer orden; si 

desde A se traza la perpendicular AI a CB, y con el radio BA, el arco AB' de circunferencia, 

según la Geometría, se tiene: 

 

'
cos

2
sen2

cos

,tgsensencot

2

CB
B

B
c

c
B

c
ABCB

BBcCIBcAIBAC




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de donde resulta que AC y AI son infinitamente pequeños de segundo orden, resolviéndose 

IC y CB' en otros de tercero. 

 

Así, pues, si no se atiende más que a los infinitamente pequeños de primer orden, podrá 

suponerse que el punto A coincida con C, y además AB = CB. 

 

Sin duda que estas ligeras consideraciones que acabamos de apuntar acerca de la 

Geometría infinitesimal serán suficientes para emprender luego, con buena base, el estudio 

de las líneas envolventes, como representación gráfica de las integrales singulares. 

 

 

III 
 

 

ELIMINACIÓN DE CONSTANTES Y DE FUNCIONES ARBITRARIAS 

 

 

La eliminación de constantes se relaciona directamente con el procedimiento que sirve 

para deducir de la integral, su ecuación diferencial; empero, para nosotros, tiene más 

alcance este punto; como quiera que el método especial que expondremos para obtener 

cierta clase de integrales singulares, se funda en dar a la ecuación diferencial toda la 

generalización posible, considerándola como si se tratara de una nueva integral, al objeto 

de deducir de ella una segunda ecuación diferencial que podrá o no identificarse con la 

primera, según los casos, pero que con seguridad podremos afirmar que la integral singular 

que se encuentre lo será siempre de la última ecuación diferencial hallada. 

 

Esta idea que adelantamos sobre nuestro método, indica la necesidad que hay de tratar, 

aunque no se más que de un modo breve, la teoría de la eliminación de constantes antes de 

llegar a la parte principal de esta Memoria. 

 

Cuando en una función, además de las variables, entran diferentes constantes arbitrarias, se 

puede deducir una ecuación diferencial a la cual satisfagan las variables con independencia 

de las constantes. 

 

En efecto, sea 
)1(,0),,( cyxf  

 

representando c una constante arbitraria. 

 

Al tomar la diferencial de esta función resulta: 

 

)2(0








dy

y

f
dx

x

f
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Si eliminamos ahora c entre (1) y (2), se obtiene una ecuación diferencial de primer orden, 

sin constante alguna, teniendo dicha ecuación diferencial por integral a (1). 

 

Si hubiese muchas constantes, tendríamos que diferenciar o derivar la función primitiva 

tantas veces como constantes hubiera, al objeto de alcanzar la eliminación completa de 

todas éstas; de suerte, que si n, fuese su número, la ecuación resultante de la eliminación de 

todas las constantes, sería una ecuación diferencial del orden n. 

 

Por último, consideremos una función en que el número de variables independientes 

supere al de constantes. Sea, por ejemplo, 

 
)3(0),,,,( bazyxf   

 

Al derivar, se obtiene: 

 4
0

0

















































y

z

z

f

y

f

x
z

z

f

x

f

 

 

Empero, como en la función dada, solo hay dos constantes, bastará considerar dos 

ecuaciones cualesquiera de (4), junto con (3), para alcanzar la eliminación de todas las 

constantes; de ahí se infiere una cierta indeterminación, pues si z depende de n variables, 

podrán obtenerse tantas ecuaciones entre derivadas parciales como combinaciones quepan 

hacer con n, elementos tomados de dos en dos, esto es: 

 

 
2.1

1nn
 

 

Así podríamos extender las consideraciones anteriores para el caso de que aumentaran las 

constantes arbitrarias, siendo siempre su número inferior al de variables independientes. 

 

 

ELIMINACIÓN DE FUNCIONES ARBITRARIAS 

 

La eliminación de funciones arbitrarias guarda íntima relación con la eliminación de 

constantes. 

 

Luego, para proceder a la eliminación de dichas funciones arbitrarias, bastará derivar 

sucesivamente, a fin de poder alcanzar una ecuación entre derivadas parciales, 

independiente de toda función arbitraria, así como de sus derivadas. 
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A este fin, si se considera la función 

 

   0,,)1( zyxf  

 

siendo  la  función  arbitraria y  una  función, en general, dependiente de todas las 

variables, al derivar, se tiene 

 

0
)(

)(
)3(

0
)(

)(
)2(























































































y
z

zy

f

y
z

z

f

y

f

x

z

zx

f

x

z

z

f

x

f

 

 

Entre (1), (2) y (3), se puede eliminar 

 






d

d )(
y    )(  

 

con lo cual resultará una ecuación, tal como 

 

0,,,, 
















y

z

x

z
zyxF  

 

independiente de la función arbitraria y de su derivada. 

 

Así, generalizando el problema, fácilmente se comprende que si la función primitiva 

contuviera n funciones arbitrarias, teniendo la forma 

 
       0,,,, 22  nnzyxf   

 

el número de derivaciones que deberían obtenerse para alcanzar la eliminación completa 

de las n funciones arbitrarias, junto con sus derivadas, vendría expresado por la fórmula 

siguiente: 

22  nm  

siendo m el número de derivaciones. 
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IV 
 

 

TEORÍA GENERAL DE LAS ENVOLVENTES 

 

 

Si consideramos una curva plana   ,0,, yxf  encerrando un parámetro variable ; al dar 

valores particulares infinitamente próximos a , se obtendrá una serie de líneas que se irán 

cortando sucesivamente, dando lugar, al unir respectivamente los puntos de intersección, a 

una nueva línea llamada envolvente de todas las anteriores, tomando luego el nombre de 

involutas cada una de las primeras que han dado lugar a esta última. 

 

Según esta definición, cabe expresar analíticamente dicha envolvente. 

 

En efecto, sea   0,, 0 cyxf  la expresión de una de las líneas involutas por el valor 

particular del parámetro 0c : al incrementar este parámetro, tendremos: 

 
  0,, 00  ccyxf  

 

esta función representa otra línea próxima a la primera. 

 

Si formamos, pues, un sistema con las dos funciones halladas, éste expresará el punto de 

intersección, en general, de las dos líneas representantes de la dos funciones anteriores. Si 

de nuevo incrementamos la última constante ,00 cc   pasaremos de la segunda línea a la 

tercera, determinando otro punto de intersección, así siguiendo. 

 

Así, pues, al generalizar las funciones anteriores, considerando a 0c  como una variable 

indeterminada expresada por c, y pasando luego a lo infinitésimo, dará lugar a la serie de 

sistemas siguientes: 

 

 

 
 

 

   

 

 

 

 

 

  































































0,,'

0,,

0
,,

0,,

0,,

0,,

0,,,,

0,,

1

0,,

0,,

cyxcf

cyxf

c

cyxfc

cyxf

cyxfc

cyxf

cyxfccyxf

cyxf

ccyxf

cyxf
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Este último sistema es el que se refiere a la ecuación de la envolvente; de modo, que esto 

nos dice que debe hallarse la derivada de la función respecto a c, igualando el resultado a 

cero, para deducir de esta última igualdad el valor de c, que, en general, será una función 

en x é y tal como  yxc , ; valor que, sustituido en   ,0,, cyxf  transformará esta 

función en la siguiente:    ,0,,,  yxyxf  siendo ésta la que corresponde, por fin, a la 

envolvente. 

 

Por consideraciones, tanto geométricas como analíticas, se prueba que la tangente en un 

punto de la envolvente corresponde con la de la involuta que pasa por dicho punto. 

 

Según la construcción geométrica, si 210 ,, ccc  son tres posiciones consecutivas de la 

involuta, los puntos 10 ,  son de la envolvente, correspondiendo dicho elemento de curva 

con el de la involuta ,1c  de donde resulta que la tangente en dicho elemento, es común a la 

involuta y a la envolvente. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura. 4ª 

 

Si por otra parte nos refiriéramos a la parte analítica, tendríamos para la tangente a la 

involuta, la ecuación diferencial 

 

)1(0









dx

dy

y

f

x

f
 

 

Ahora bien, para la envolvente 
   0,,,  yxyxf  

la expresión de la tangente sería 

 

0































dx

dy

yx

f

dx

dy

y

f

x

f
 

empero como se tiene 

0









c

ff
 

en definitiva, se deduce 

0









dx

dy

y

f

x

f
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resultado exactamente igual a (1), lo cual nos manifiesta que la tangente a la involuta y a la 

envolvente en el punto considerado, es la misma. 

 

A este punto interesa dar a conocer las relaciones íntimas que existen entre las teorías de la 

eliminación de constantes y la de las líneas envolventes. 

 

Para ello, supongamos la función 

 

  )1(0,, yxf  

 

en el concepto de que ,, yx  sean variables. 

 

Al diferenciar, se tiene 

0













d

f
dy

y

f
dx

x

f
 

 

Si se considera el último término nulo, se obtiene 

 

 20








dy

y

f
dx

x

f
 

 

Así, pues, al eliminar  entre (1) y (2), se obtiene una ecuación diferencial, 

independiente de , la cual debe quedar satisfecha por todas las curvas de la serie, en el 

supuesto de que el único término nulo proceda de ,0d  siendo este resultado el que 

corresponde a la eliminación de la constante. 

 

Empero, si el término nulo procede de 

 

 30


f
 

 

entonces, al eliminar  entre (1) y (3), se obtiene, por ejemplo,   ,0, yxF  dando origen 

esta expresión a la envolvente, la cual goza de la propiedad de satisfacer también a la 

ecuación diferencial anterior. En efecto, al diferenciar la función   ,0,, yxf  resulta: 

 

0













d

f
dy

y

f
dx

x

f
 

 

empero, como por hipótesis se tiene 

0


f
 

se deduce 

0








dy

y

f
dx

x

f
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Así, el sistema 

  0,0,, 





f
yxf  

 

queda sustituido por el siguiente: 

 

  0,0,, 








 dy

y

f
dx

x

f
yxf  

 

el cual no es más que el primitivo (1) y (2), debiendo producir, por consiguiente, la misma 

ecuación diferencial después de eliminar   

 

Sin embargo, aunque en ambos casos la ecuación diferencial es la misma, en el primero, la 

expresión 
dx

dy
 indica que la tangente se refiere a la involuta; y en el segundo, a la 

envolvente. 

 

Para apreciar debidamente la importancia de la teoría respecto a las líneas envolventes, 

pondremos algunos ejemplos: 

 

1º.- Sea la ecuación primitiva 

 

  )1(0,, 2  xyyxf  

luego al considerar 

)2(02 


x
d

df
 

 

y al eliminar  entre (1) y (2), se obtiene 

 

042  yx  

 

De este resultado se infiere que la envolvente de las diferentes rectas expresadas por (1) es 

una parábola que tiene su vértice en el origen, y cuyo eje coincide con el de y. 
 

2º.- La importancia de esta teoría sube de punto cuando aumenta el número de parámetros 

en la función primitiva, y para demostrarlo supondremos el ejemplo siguiente: 
 

 

  











0,)4(

0,,,)3(

c

cyxf

 

 

En este caso, para hallar la envolvente pueden seguirse dos procedimientos distintos: 

 

a) Eliminar uno de los dos parámetros, a fin de que el problema quede reducido al anterior. 

b) Diferenciar las dos funciones anteriores, considerando, por ejemplo, c función de . 
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Según este segundo procedimiento, se tiene 

 

0

0





















dc
c

d

dc
c

f
d

f

 

 

de cuyo sistema se deduce fácilmente la Jacobiana 

 

0)5( 

















c

ff

 

 

Así, pues, al eliminar  y c entre (3),(4) y (5), se obtiene una sola ecuación en x é y, que 

representará la envolvente. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figura. 5ª 

 

Apliquemos estas consideraciones al caso siguiente 

 

Sea una recta AB de longitud constante l, moviéndose sus extremos sobre los ejes 

coordenados. Según la Geometría analítica, tendremos: 

 

)B()A(1 222 l
yx







 

 

La Jacobiana (5), se reduce a  

 

22

22
  sea o  ,0

2,2

,



















yx

yx
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de donde 






3
1

3
1

y

x
 

luego, en virtud de (B), se tiene 

 

2
1

3
2

3
2

3
1

2
1

3
2

3
2

3
1



































yx

yl

yx

xl
 

 

Por fin, al sustituir estos valores en (A), se encuentra 

 

3
2

3
2

3
2

lyx   

 

siendo esta ecuación la de la envolvente. 

 

Conforme advierten algunos autores, para que haya envolvente es preciso que dos curvas 

consecutivas se encuentren, de modo que hay que considerar a lo menos dos valores para  

en la función 
  0,, yxf  

 

Mas suponiendo dos involutas infinitamente próximas, siendo la ecuación en  de segundo 

grado, deben considerarse iguales las raíces de la misma para que resulte un elemento 

común con la envolvente. 

 

Si aplicamos estas consideraciones al ejemplo primero 

 

02  xy  

se obtiene 

2

42 yxx 
  

 

de donde, para que las raíces sean iguales, debe suponerse, 

 

042  yx  

 

Resultando así inmediatamente la misma ecuación de la parábola hallada anteriormente. 
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Hay que advertir, sin embargo, que las condiciones que hemos 

indicado para la determinación de la envolvente pueden considerarse 

necesarias, pero no suficientes, como vamos a probar mediante los 

principios analíticos y geométricos dentro de lo infinitésimo, 

expuestos ya anteriormente. 

 

Fijémonos ante todo en los dos conceptos en que se puede considerar 

Figura.6ª  la envolvente de varias líneas que van cortándose sucesivamente. 
 

Sean las líneas 210 GGG  como involutas infinitamente próximas dos a dos. Según lo que 

precede, el elemento ,10  lo mismo puede considerarse de la curva involuta 1G  como de 

la envolvente, empero para demostrar mejor ciertas anomalías, aunque aparentes, que se 

operan en el estudio de la envolvente, entendemos que sería útil considerar la formación de 

ésta, tal como indica la segunda figura adjunta, esto es, considerando el elemento envolvente 

expresado por la recta nm, o sea por la porción de tangente común a las dos involutas 10 GG  

infinitamente próximas; esto equivaldría a suponer que el punto 0  se trasladará a ,'0  por 

medio de una perpendicular trazada desde 0  á nm, y en el concepto de que los dos 

elementos de curvas involutas 0n  y 0m  se sustituyeran por 0'n  y 0'm , 

respectivamente, todo lo cual será posible cuando ,'00  se resuelva en un infinitamente 

pequeño a lo menos, de segundo orden, siendo 0'n  y 0'm , y los ángulos 00 ' n  y 

00 ' m  infinitamente pequeños de primero, conforme se demostró ya al estudiar un 

triángulo infinitesimal bajo las mismas condiciones. 

 

 

 

 

 
Figura. 7ª 

 

Esta conclusión equivale a considerar los elementos de las involutas consecutivas, 

coincidentes con el correspondiente de la envolvente; y por ende, que las dos raíces  del 

caso último estudiado, siendo iguales tengan una tangente común para las dos involutas 

consecutivas en el punto considerado. 

 

Sin embargo, no siempre que se tenga una línea como resultado de la unión de puntos 

comunes de involutas, que tengan dos a dos tangentes comunes, se podrá afirmar que sea 

una envolvente de ellas, pues si al formar el triángulo mn 0  no resulta 00 '  de un orden 

superior a los lados 0n  y ,0m  no podrá considerarse dicha línea como envolvente de las 

involutas dadas. 
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Para formarse cargo de esta conclusión, será suficiente atender al ejemplo siguiente. Sea la 

ecuación de la circunferencia: 

 

    )1(0,, 222
 ryxyxf  

 

Siguiendo el procedimiento general para hallar la envolvente de las diferentes 

circunferencias que resultan al variar el parámetro , teniendo todas el mismo radio y los 

centros en diferentes puntos del eje x, resulta: 

 

0



x

f
 

 

de donde, al sustituir este valor en (1), se obtiene: )(022 ary   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
Figura. 8ª 

 

Esta es la ecuación de la envolvente, resolviéndose en dos rectas paralelas al eje x, y a las 

distancias r y -r del origen. Mas si nos fijamos en la disposición de la segunda figura 

adjunta, cabe considerar también el eje x, o sea y = 0, como una línea que une puntos 

comunes de dos en dos las involutas, que tienen tangentes comunes, y a pesar de ello no se 

puede considerar envolvente, ni que un punto de ella, tal como ,0C  vaya a coincidir con 

,'0C  pues el triángulo ,'' 0mCn  no se halla, en este caso, en las mismas condiciones que el 

mn 0  de la figura anterior, no solo porque las tangentes a las involutas y a la envolvente no 

pueden coincidir, sino porque la perpendicular 00 'CC  a la tangente común n'm' a las dos 

involutas correspondientes, resulta del mismo orden cero, que los lados 0'Cn  y ,' 0Cm  

condición contraria a la supuesta para puntos de la verdadera envolvente. 
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Además, si pasamos a la determinación de la ecuación diferencial que corresponde a (1), al 

derivar ésta, según x, se tiene: 

  )2(0
dx

dy
yx  

 

de donde eliminado  entre (1) y (2), resulta 

 

)3(1 2
2

2 r
dx

dy
y 























  

 

siendo esta la ecuación diferencial de (1). 

 

Ahora bien, si derivamos la ecuación de la envolvente hallada (a), se obtiene 

 

0
dx

dy
y  

 

Ecuación que queda satisfecha bajo dos conceptos diferentes, esto es, 

 

0ó0  siendo 
dx

dy
y  

 

Si sustituimos el primer valor en (3), fácilmente se comprende que no satisface a dicha 

ecuación,  confirmando  este  resultado analítico el obtenido ya por la Geometría, o sea, que 

y = 0, no se puede considerar como envolvente de las circunferencias, por más que satisfaga 

dicho valor a la derivada de la ecuación de la envolvente. 

 

En cambio, el segundo valor ,0
dx

dy
 sustituido en (3) da 22 ry  . 

 

expresión que corresponde con la misma ecuación de la verdadera envolvente hallada. 

 

Si se tratara, por último, de la envolvente de una serie de superficies dadas por la función 

 
  0,,, zyxF  

 

siendo  un parámetro variable, para determinar dicha envolvente podría seguirse un 

procedimiento completamente análogo al anterior. Así, pues, si consideramos el sistema 

 
    0,,,,0,,,  zyxFzyxF  

 

representante de la línea de intersección de las dos superficies, correspondientes a cada una 

de las funciones anteriores, al pasar a lo infinitésimo, la línea que resulta toma el nombre de 

característica, siendo ésta una de las generatrices de la superficies envolvente. 
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Para la determinación de la ecuación de esta superficie transformaremos, pues, el sistema 

anterior del modo que a continuación se indica: 

 

   

  















0,,,

0
,,,,,,

zyxF

zyxFzyxF

 

el cual, pasando a lo infinitésimo, da: 

 

  














0,,,)1(

0)2(

zyxF

F

 

 

Luego al despejar  de (2), se obtiene 

 
 zyxf ,,  

 

y, por fin, eliminando  entre (1) y (2), resulta: 

 

    30,,,,, zyxfzyxF  

 

Esta es la ecuación de la superficie envolvente de toda la serie de superficies dadas por la 

función (1). 

 

La superficie envolvente es tangente a la superficie involuta que corresponde al punto de la 

característica que se considera. 

 

Para demostrarlo, es suficiente tomar, respectivamente, las derivadas de (1) y (3), de donde 

resulta: 

)5(

0

0

)4(

0

0






































































































































y

z

z

f

y

f

f

F

y

z

z

F

y

F

x

z

z

f

x

f

f

F

x

z

z

F

x

F

y

z

z

F

y

F

x

z

z

F

x

F
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Pero (4) y (5) se corresponden por ser 

 

)6(0







 F

f

F
 

 

Luego el plano tangente en un punto de la característica respecto a una involuta es el mismo 

que el que corresponde a la superficie envolvente en dicho punto. 

 

De lo que precede se deduce, como consecuencia importante, que si se elimina  entre (1) y 

(4), se obtiene una ecuación diferencial referente a una cualquiera de la serie de superficies 

involutas, la cual conviene también con la de la superficie envolvente, puesto que las 

ecuaciones (5), se reducen a (4), en virtud de (6). 

 

Así, pues, el sistema (1) y (5), que corresponde a la superficie envolvente, queda reducido al 

mismo anterior (1) y (4), debiendo resultar la misma ecuación diferencial en ambos casos. 
 

En las superficies envolventes pueden presentarse las mismas consideraciones que en las 

envolventes de líneas planas estudiadas, para lo cual bastará cortar debidamente por un 

plano las dos superficies involutas consecutivas, junto con la envolvente, para que se origine 

un triángulo mixtilíneo, de cuyo estudio, dentro de lo infinitésimo, se puede deducir si la 

superficie que se considera es o no una envolvente de las superficies involutas dadas. 

 

 

 

¤ ¤ ¤ ¤ 
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V 
 

 

GENERALIDADES ACERCA DE LA INTEGRAL DE UNA ECUACIÓN 

DIFERENCIAL DE PRIMER ORDEN 

 

 

Antes de terminar la primera parte, consideramos útil indicar los diferentes casos que 

pueden ocurrir al hallar la integral general de una ecuación diferencial de primer orden, 

conforme indican algunos autores, recabando así el origen de las integrales singulares en 

las célebres fórmulas de Clairaut y Lagrange, todo lo cual nos servirá de base para entrar 

inmediatamente en la segunda parte, que tendrá por principal objeto desarrollar un método 

para deducir cierta clase de integrales singulares, que es el fin que perseguimos desde el 

principio de esta Memoria. 

 

Comenzaremos por algunos casos particulares. 

 

1º Supongamos que la ecuación diferencial sea: 

 
  0', yxF  

 

si la podemos resolver según x, tendremos 

 
  )1('yx   

de donde 
  )2(''' dyydx   

Además, se sabe que 
)3('dxydy   

Luego, entre (2) y (3), se tiene 

 
  )4('''' dyyydy   

 

Ahora bien, de (4), al integrar, resulta: 

 

  )5(G''''  dyyyy  

 

Luego, eliminando y' entre (1) y (5), se tendrá la integral de (1), expresada según una 

función tal como la siguiente:  
  0G,, yxf  
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Ejemplo: sea integrar la ecuación: 

 

084 2
3









y

dx

dy
xy

dx

dy
 

que se puede expresar por 

)1(08'4' 23  yxyyy  

Al despejar x, resulta: 

'

2

4

'

'4

8' 223

y

y

y

y

yy

yy
x 


  

Diferenciando 

22

2

'

''
2

'''2

4

1

y

ydydyy

y

dyydyyy
dx





  

 

Después de reducir, escribiendo ,
'y

dy
 en vez de dx, se deduce: 

 

'
'

22
'

4

1
'

'

2

1
2

32

dy
y

y
dydy

y

y
dy

y

y
dy   

o sea 

0
'

'
2

'

4

1

'

'
2

2

3











y

dy

y

dy

y

y

y

dy

y

dy
 

 

ecuación que cabe escribir bajo la forma siguiente: 

 

0
'

4

1
1

'

'
2

2

3


























y

y

y

dy

y

dy
 

 

Esta igualdad queda satisfecha, siendo 

 

0
'

'
2 

y

dy

y

dy
 

 

Luego, al integrarla, suponiendo que la constante se exprese por l.4c, se obtiene 

 

cyy 4'  

 

Por fin, eliminando y' entre esta ecuación última y (1), resulta: 

 

  2844 yxcycy   
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de donde elevando al cuadrado, se halla definitivamente como integral general de (1); 
 

 2xccy   

 

2º Si la ecuación diferencial contiene solo y é y', entonces la forma será: 
 

  )1(0', yyF  

 

Al resolver esta ecuación según y, se tiene 

 
 'yy   

de donde 

  ''' dyydy   

empero, como 
dxydy '  

resulta 

 
'

'

''
dy

y

y
dx


  

integrando 

 
)2('

'

''
cdy

y

y
x 


  

 

Luego al eliminar y' entre (1) y (2), se halla una función, tal como   ,0,, cyxf  que será la 

integral de (1). 

 

Sin embargo, en ciertos casos será mejor resolver la función F(y,y') = 0, según y', 

resultando en su virtud: 
)(' yy   

de donde: 

dx
y

dy


 )(
 

 

de modo que si es fácil hallar la integral 

 

  )(y

dy
 

 

se tendrá inmediatamente la integral general, expresada por una función: 

 
  0,, cyxf  
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El siguiente ejemplo pondrá de manifiesto la ventaja que presenta este segundo 

procedimiento sobre el primero. 

 

Sea hallar la ecuación de la curva cuya normal, en un punto cualquiera de la misma, es una 

cantidad constante. Según Geometría Analítica, se tiene: 

 

)1('1 2 ayy   

siendo a la cantidad constante. 

 

El primer procedimiento da: 

2'1 y

a
y



  

de donde 

2

2

'1

'1

''

'
y

y

dyy
a

dxy






  

o sea 

  2
3

2'1

'

y

dya
dx




  

 

Para integrar esta ecuación fácilmente, basta suponer 

 
 tg'y  

Así, pues, se tiene 









 da

d

adx cos

cos

1

cos

3

2

 

de donde 

)2(G

'1

'
G

tg1

tg
Gsen

22













y

ay
aax  

 

Eliminando y' entre (1) y (2), resulta por último 

 

22

22

GG ya

y
a

y

ya

ax 



  

 

ecuación que se resuelve en la del círculo:   222
G ayx   
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Ahora bien, si hubiésemos aplicado el segundo procedimiento, tendríamos inmediatamente 

 

y

ya
y

22

'


  

de donde 

22 ya

ydy
dx



  

e integrando 

G22  yax  

ecuación que se reduce a 

  222
G ayx   

 

correspondiendo este resultado con el anterior 

 

3º Finalmente, si la ecuación diferencial es de la forma: 

 

  )(0',, ayyxF   

 

se podrá resolver según x ó y, obteniéndose en uno u otro caso, las funciones siguientes: 

 
    )2(',ó',)1( yxyyyx   

 

Si diferenciamos (1), escribiendo 
'y

dy
 en vez de dx, al integrar resultará una ecuación de la 

forma 
  0G,',  yy  

 

la cual, combinándose con (a) al eliminar y', dará la integral general. 

 

Si hubiésemos partido de (2), al diferenciar, escribiendo en vez de dy, la expresión y'dx, 

después de integrar, resultaría una función de la forma: 

 
  0G,',  yx  

 

de suerte que al eliminar y' entre esta ecuación y (2), se obtendría también la integral 

general de la ecuación diferencial (a), lo mismo que en el caso anterior. 

 

Notables son las ecuaciones diferenciales debidas a Clairaut y Lagrange, las cuales se 

hallan comprendidas en este tercer caso, iniciándose ya en la de Clairaut el origen de las 

integrales singulares, siendo dicha ecuación diferencial: 
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 '' yfxyy   

 

Al diferenciar esta ecuación como en los casos anteriores, se obtiene 

 

  '''''' dyyfdxyxdydxy   

de donde 
   0'''  dyyfx  

 

Esta igualdad queda satisfecha haciendo ,0'dy  o también,   0''  yfx . 

 

La primera condición supone ,' cy   en cuyo caso, al eliminar y' entre esta ecuación y la 

primitiva, se obtiene: 
 cfcxy   

 

De este resultado, se deduce la regla siguiente: 

 

Para hallar la integral general correspondiente a la ecuación diferencial de Clairaut, 

basta cambiar y' en una constante. 

 

Ahora bien, si nos fijamos en la segunda condición 
 

  0''  yfx  

 

al eliminar y' entre esta ecuación y la primitiva, resulta una función en x é y, sin constante, 

cuya función no se puede deducir de la integral general por valor particular alguno de c, y 

en este concepto la función hallada toma el nombre de integral singular respecto a la 

ecuación diferencial dada. 
 

Concretemos el caso. Sea, por ejemplo, la ecuación correspondiente a la tangente en la 

circunferencia de radio r: 

22 dydxrxdyydx   

 

cuya fórmula se reduce a la de Clairaut, al suponer ,p
dx

dy
  como es costumbre, resultando 

 

)1(1 2prpxy   

Diferenciando, se tiene 

21 p

rpdp
xdppdxpdxdy



  
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de donde 

0

1 2




















 dp

p

rp
x  

 

Si se supone dp = 0, resulta p = c, y, por consiguiente, se tiene 

 

 21 2crcxy   

 

Ecuación de la integral general, la cual corresponde con una tangente particular cualquiera 

de la circunferencia, resultando así integrales particulares de la integral general, según sean 

los valores atribuidos a la constante c. 

 

Empero, si 

0

1 2







p

rp
x  

se deduce 

22

2

22

1

xr

r

x

rp
p

xr

x
p







   

 

Al sustituir estos valores en (1), se obtiene 

 

22

22

2

22

2

xr

xr

r

xr

x
y 



   

o sea 
222 rxy   

 

Ecuación de la circunferencia de radio r, la cual constituye la integral singular de la 

ecuación (1), por cuanto la satisface, sin que pueda deducirse por valor particular alguno 

de c, de la integral general. 

 

Notable es la consecuencia geométrica que inmediatamente se deduce de este resultado, 

pues la integral singular no es más que la envolvente de las diferentes rectas tangentes a la 

circunferencia, o bajo otros términos: dicha integral es la envolvente de las diferentes 

integrales particulares que se deducen de la integral general al atribuir a la constante 

diferentes valores particulares, representando dichas integrales particulares las involutas 

cuya envolvente es la integral singular, todo lo cual está conforme con lo que se explicó ya 

referente a la teoría de involutas y envolventes, pues bastaría derivar la ecuación (2) según 

c, igualando el resultado a cero, para que después de la eliminación de c, entre las dos 

ecuaciones anteriores, resultara la misma integral singular correspondiente a la envolvente. 
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Si pasamos ahora al estudio de la ecuación de Lagrange, como una extensión de la de 

Clairaut, se tiene 
   pfpxy   

Al diferenciar resulta: 
dppfdppxdxppdxdy )(')(')(   

de donde 

pp

pf
x

pp

p

dp
dx









)(

)('

)(

)('
 

 

Según principios de Cálculo integral, se tiene: 

 

 
   

 

 
   AGdpe

pp

pf
ex

dp
pp

p
dp

pp

p


















 












''
'

 

 

Al eliminar p entre esta ecuación y la dada, resulta una función en x é y, que será la integral 

de dicha ecuación primitiva. 

 

Para aclarar ideas, supongamos los ejemplos siguientes: 

 

1º Sea la ecuación diferencial: 

)1('' 2yyyx   

Al diferenciar resulta: 
''2'' dyydyyydydx   

de donde 

''2''
'

' 2
2

dyydxydy
y

xy
dx 


  

 

Luego la ecuación de Lagrange, toma en este caso la forma siguiente: 

 

  22 '1

'

''1' y

y

yy

x
dy
dx





  

 

Para integrar esta ecuación, al compararla con la fórmula (A), y al considerar  tg'y , se 

tiene: 

  22
'1

'
sen

sen

cos

'1'

'

y

y
ll

d

yy

dy









   

 

Así, pues, la fórmula (A), se transforma en: 
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




















 





12

2'1

'

2'1

'

'1

''
G

y

dyy
eex

y

y
l

y

y
l

 

de donde 





















  Gl

y

dy

y

y
x .

'1

'

'1

'

22

 

 

y según las funciones hiperbólicas 

 

 2'1'

'1

' 2

2












 yylG

y

y
x  

 

Eliminando, por fin, y' entre (1) y (2), se deduce la integral general. 

 

Según lo que precede, se comprende que así como hemos hallado x en función de y', 

también podríamos suponer y en función de y', procediendo luego a la eliminación de esta 

derivada para alcanzar la integral general, como antes. 
 

En efecto, al tomar otra vez la ecuación diferencial 

 

)1('' 2yyyx   

y diferenciarla, resulta 
''2'' dyydyyydydx   

 

y en el concepto de que ,
'y

dy
dx   se tiene: 

''2''
'

dyydyyydy
y

dy
  

de donde 

2

2

2 '1

'2

'1

'

' y

y

y

yy

dy

dy





  

 

Al aplicar a esta ecuación diferencial, la fórmula (A), para su integración, se obtiene 

inmediatamente 


















 


Gdy
y

y
eey

yly

y
l

'
'1

'2
2

22'12'1

'

 

de donde: 
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 3'

'1

'2

'1

1

2

2

2




















  Gdy

y

y

y

y  

 

Para determinar esta última integral, se puede seguir el método que a continuación se 

expresa 

 

  










dy

y

y
yydyyyy

y

dyy
y

y

dyy

2

2
222

22

2

'1

'1
'1'''1'1'

'1

''
'

'1

''
 

 

De donde fácilmente se deduce 

 












22

2

2

'1''1'

'1

''
2 yylyy

y

dyy
 

 

Luego, al eliminar y', entre esta última ecuación y (1), se obtendrá la integral general como 

en el caso anterior. 
 

Cuando la ecuación diferencial es homogénea respecto a x é y, puede seguirse un 

procedimiento particular, aparte de los explicados ya. 

 

Sea, por ejemplo, la ecuación diferencial: 

 

0''2 2  xyyyx  

 

Conforme a lo que precede, si se pretende resolver x, en función de y', el cálculo es el 

siguiente: 

x
y

y
y

'2

1'2
  

de donde 

dx
y

y
xdy

y

y
dxy

'2

1'
'

'4

2'2
'

2

2

2 



  

 

Después de estas sencillas operaciones, resulta 

 

'
'2

1'

'2

1'
2

22

xdy
y

y
dx

y

y 



 

o sea 

'

'

y

dy

x

dx
  
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Al integrar se tiene: 'Gyx  . Y por fin, al eliminar y', entre esta ecuación y la dada, se 

deduce la siguiente integral general: 

 

0G2G 22  xy  

 

El procedimiento especial que en este caso podría seguirse, por ser homogénea la ecuación 

diferencial respecto a x é y, es como sigue: 

 

Supóngase y = zx; después de la sustitución en la ecuación diferencial dada, se obtiene: 

 

01'2'2  zyy  

de donde 

1' 2  zzy  

Por otra parte, tenemos: 

1' 2  zzyz
dx
dz

x  

luego 

21 z

dz

x

dx



  

 

De cuya igualdad, se deduce la integral 

 

)1(1G 2
1 








 zzllx  

 

Por fin, como tenemos ,
x

y
z   al sustituir este valor en la fórmula anterior (1), después de 

sencillas simplificaciones se obtiene: 

 
2
11

2 GG2  yx  

 

Ecuación igual a la que habíamos hallado por el primer procedimiento, y que representa la 

integral general de la ecuación diferencial dada. 

 

 

 

¤ ¤ ¤ ¤ 
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SEGUNDA PARTE 

 

I 
 

Integrales Singulares deducidas de la Integral General o de la Ecuación Diferencial  

F(x,y,y') = 0,  según los procedimientos ordinarios. 

 

Esta segunda parte, como la más interesante, tiene por objeto el estudio de las integrales 

singulares en los diferentes conceptos que cabe deducirlas, y a este fin hemos considerado 

que no estaría fuera de lugar empezar a obtenerlas de la integral general. 

 

La ecuación diferencial de Clairaut, dio, como ya se ha visto, origen a esta clase de 

integrales especiales, que tienen la condición de satisfacer a la ecuación diferencial, sin que 

puedan deducirse de la integral general por ningún valor particular atribuido a la constante. 

 

Hay que advertir, sin embargo, que los procedimientos analíticos que se conocen para 

determinarlas, pueden conducirnos en ciertos casos, a integrales particulares, así como en 

otros, adquirir el doble carácter de singular y particular. 

 

Además, según indica Boole, es posible que la integral singular pueda presentarse bajo tres 

aspectos diferentes, esto es: 

 

1) Cuando la constante G, recibe un número infinito de valores dependientes de x, según 

una cierta ley. 

 

2) Cuando G, toma un determinado número de valores, dependientes aun de x, y también 

según una cierta ley. 

 

3) Cuando G recibe un número determinado de valores, independientes completamente 

de x. 

 

Después de estos preliminares, precisa pasar inmediatamente a la determinación de las 

diferentes fórmulas que, según los procedimientos ordinarios, nos pueden conducir a la 

determinación de las integrales singulares. 

 

Sabido es, que dada la función finita como integral, se obtiene la ecuación diferencial que 

le corresponde, derivando la función integral, según x, y eliminando luego la constante. 

 

Empero las integrales singulares corresponden a la envolvente de las diferentes 

involutas representadas por las integrales particulares que se deducen de la integral 

general; de suerte, que el estudio de las integrales singulares, nos pone en relación de 

todo lo que se consigna también en la primera parte de esta Memoria, haciéndose a este 

punto indispensables las consideraciones analíticas y geométricas contenidas en la 

misma, al objeto de explicarnos ciertas anomalías aparentes que presentan dichas 

integrales singulares. 
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Supongamos que: 
  )1(0G,, yxf  

 

sea la integral general de una ecuación diferencial de primer orden y de un grado 

cualquiera, tal como:  
   20,, y'yxF  

 

La integral singular de (2) podemos suponer que sea   0,  yx la cual debe satisfacer a 

(2); sin que sea posible deducirla de (1), por ningún valor particular atribuido a la 

constante G. 

 

Ahora bien, si suponemos que G sea función, en general, de x é y, cabe admitir: 

   yxyxf ,G,,  ; de modo que al deducir de esta igualdad la expresión de G, 

sustituyendo luego su valor en , debe dar por resultado una identidad. 

 

Esta generalización, atribuida a la integral general, nos permite extender el círculo de 

acción, pasando más allá de lo que pueden dar las integrales particulares, entrando ya en el 

terreno de la teoría de las involutas y envolventes, y por ende al estudio de las integrales 

singulares. 

 

Comencemos suponiendo que la constante dependa solo de una de las variables, y en este 

concepto podremos sentar los principios siguientes: 

 

Cuando G es función solo de x, la integral singular contiene a entrambas variables, o en el 

caso de contener una sola, ésta será y. 

 

En efecto, suponiendo conocida la integral general, así como la singular, si se quiere 

expresar G en función de una de las dos variables, es preciso eliminar la otra, entre las dos 

ecuaciones anteriores; de modo que si G es función de x, precisa eliminar la y, lo cual 

obliga que ésta conste en la integral singular. 

 

De un modo análogo puede demostrarse que si G es función de y, la integral singular debe 

contener x, ya sola o junto con y. 

 

Después de lo que precede, supongamos ahora que la integral general (1), se resuelva 

según y; así tendremos: 
 GXy ,  

 

Si se considera G constante, la derivada de esta ecuación será: 

 
 GXDy x ,'   

 

Eliminando G entre estas dos ecuaciones, se obtendrá la ecuación diferencial 

correspondiente (2). 
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Empero, si suponemos que G dependa de x, se tiene 

 
    cDGXDGXDy xGx ,,'   

 

y para que esta igualdad corresponda con la anterior, es preciso que   0,  cDcxD xc ; 

igualdad que queda satisfecha siendo 

 
  0G, también  o  ,0G  xDD Gx  

 

La primera condición da G = constante, originándose una integral particular. 

 

La segunda condición, 

  )3(0
G

G,G 
d

dy
xD  

da lugar a la integral singular. 

 

Según se desprende de (3), el resultado se convierte en una función de la forma 

  ,0G,  x  y los diferentes valores de G, que pueden obtenerse de esta función, son los 

que procuran las diferentes integrales singulares, en general, pertenecientes a la ecuación 

diferencial anterior; empero, si alguno de los valores que se obtiene para G fuese 

constante, o, aun dependiendo de x, fuese tal que sustituido en la integral general se 

pudiera obtener de esta, por algún valor particular de G, la solución obtenida no sería 

singular, sino particular. 

 

Consideremos, por ejemplo, la misma ecuación diferencial estudiada ya en la primera 

parte. Sea: 

08'4' 23  yxyyy  

cuya integral general, es 

   bxy
2

GG   

 

Al derivar esta igualdad, según G, y aplicando los principios anteriores, se tiene 

 
    G,0G3G xxxDcy   

 

Los valores de G, que satisfacen a esta igualdad, son: 

 

xx
3

1
Gy,G   

 

Fácilmente se concibe que el primer valor no corresponde a la integral singular, puesto que 

sustituido en la integral general (b), queda ésta satisfecha igualmente que si 

consideráramos para la constante G el valor particular G = 0. 
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En cambio, al sustituir en (b) el segundo valor ,
3

1
G x  se obtiene 

 

)(427 3 dxy   

 

y como este valor no se puede deducir de (b) por ningún valor particular atribuido a la 

constante G, satisfaciendo, no obstante, dicha ecuación (d) a la ecuación diferencial, resulta 

que esta solución debe considerarse como una integral singular. 

 

Notable es la interpretación geométrica que permite este problema, respecto a la primera 

solución G = x. 

 

En efecto, las integrales particulares que resultan de la integral general, representan 

parábolas tangentes al eje x, siendo todos los ejes de las parábolas paralelos al eje y, pero 

con la particularidad notable de que a medida que el vértice de dichas parábolas se acerca 

al origen de coordenadas, tienden éstas a convertirse en rectas; el eje x adquiere el doble 

carácter de integral particular y singular; con todo, a este resultado, solo se le concede 

carácter de integral particular, por ser consecuencia directa de la integral general por un 

valor particular atribuido a la constante. 

 

Demos un segundo ejemplo que consideramos notable por la interpretación geométrica 

sencilla a que puede sujetarse la integral singular, problema que ya hemos estudiado 

anteriormente, bien que bajo otro punto de vista. 

 

Sea la ecuación de la circunferencia 

 

  )1(G 222
ryx   

 

Esta ecuación tiene por ecuación diferencial 

 

2
2

2 1 r
dx

dy
y 






















  

 

De la igualdad (1), se deduce 

 

 22 G xry  

Luego la fórmula general 

 

  0G,
G

 x
d

dy
yDc  

 

aplicada a este caso particular, da 
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 
0

G

G

22








xr

x
yDc  

de donde: x = G. 

 

Al sustituir este valor en (1), se tiene la integral singular: 022  ry . 

 

Este resultado corresponde con el de la envolvente que ya encontramos referente a las 

involutas expresadas por la ecuación (1), en virtud de la variabilidad del parámetro G. De 

suerte, que esto nos dice que la integral singular hallada, expresa geométricamente la 

envolvente de las diferentes circunferencias expresadas por la ecuación (1) al dar a G 

diferentes valores particulares. 

 

Volviendo a la ecuación primitiva: 
  0G,, yxf  

 

si la resolviéramos, ahora, según x, podríamos hacer análogas consideraciones a las 

anteriores, al objeto de alcanzar la ecuación 

 

  0G,
G

 y
d

dx
xDc  

 

cuyas consecuencias serían completamente análogas a las del caso anterior. 

 

Consideremos, por fin, la integral general:   )1(0G,, yxf , sin resolver. 

 

Al tomar la derivada, resulta: 

 20









dx

dy

y

f

x

f
 

 

Luego, al eliminar la constante G entre (1) y (2), se obtiene la ecuación diferencial 

 
  0',, yyxF  

 

Ahora bien, si consideramos G, con toda generalidad, al derivar la ecuación (1), se tiene: 

 

0
y

G

Gy
0

x

G

Gx



























 ffff
 

de donde 

y

f

f

y

x

f

f

x

























 G

G

G

G
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Y como para la determinación de la integral singular, según hemos visto, debe verificarse 

 

0
G

ó0
G


d

dy

d

dx  

 

naturalmente se deduce, de las igualdades anteriores, las condiciones para determinar 

dichas integrales singulares, para cuando la función sea implícita, siendo éstas las que a 

continuación se expresan 
 m,0

G




f
 

 

o también, en el supuesto de que se resuelvan en la tercera categoría de cantidad, las 

derivadas 

 nó
y

f

x

f








 

 

Interesantes son a este punto, las observaciones siguientes: 

 

1º Las condiciones (n) no tienen aplicación, cuando la ecuación   0G,, yxf , es racional 

y entera. 

2º Aunque dicha ecuación sea entera, la condición (m), será insuficiente, si 
Gd

f
 se anula 

por algún factor de 
dx

f
 o 

y

f




 pues en este caso la relación definitiva 

G
ó

G d

dy

d

dx  que son 

las verdaderas expresiones determinativas de la integral singular, se resuelven en la 

indeterminación, lo que precisa determinar su verdadero valor, para saber si puede 

originarse o no una integral singular. 

 

3º En general, ,0
G




d

f
 da G en función de x é y, y para asegurarse si procura o no una 

integral singular, basta eliminar una de las variables entre ésta y la primitiva   ,0G,, yxf  

y si el resultado de G, es una función de la otra variable, la solución correspondiente será 

singular; mas si por el contrario resulta G = constante, la solución será particular. 

 

4º El valor de G que transforma ,
y

f




 en la tercera categoría de cantidad, debe procurar lo 

mismo para .
x

f




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Notable es el ejemplo que presenta Serret, para probar que si los valores G, que se obtienen 

de 0
G




f
, anulan a ,y

y

f

x

f








 los resultados que se deducen, al sustituirlos en la integral 

general, pueden dejar de satisfacer a la ecuación diferencial correspondiente, por cuyo 

motivo no podrán considerarse dichos resultados como integrales singulares. 

 

En efecto, sea la ecuación 

 

      )1(04G23G,,
3223  xyxxyyxf  

 

la integral de una cierta ecuación diferencial, la cual para hallarla será suficiente eliminar G 

entre (1) y su derivada según x, conforme a los cálculos que a continuación se expresan: 

 

       02'1263'3G232
2223  xyxyxyxyxxy  

luego 

   
2

22
3

2'

2'2
G23

xyxy

xyxy
xxy




  

 

Al sustituir este valor en (1), después de simplificar, se tiene 

 

     02'2'
2222  xyxyxyxy  

o sea 

      02'2'
222  yxyxxyxy  

 

de donde, después de sencillas reducciones, resulta: 

 

0''2 2  yxyy  

 

Ahora bien, para deducir la integral singular, según el procedimiento explicado, se tiene 

 

  0G232
G

3 



xxy

f
 

 

al eliminar G, entre esta ecuación y (1), se halla   04
32  xy , o sea,  axy 2  

 

Mas este valor sustituido en la ecuación diferencial, no la satisface. En efecto, puesto que 

se tiene, según (a) 

'2 yx
dx

dy
  

 

al sustituir este valor en la ecuación diferencial, se obtiene: 
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22222 44''2 xxxxyxyy   

 

lo cual indica que dicho valor no satisface a la ecuación diferencial. 

 

Esta excepción de la regla general, se debe a que dicho valor de G, anula a las derivadas 

 

y

f

x

f








y  

 

En efecto, sustituyendo valores, se tiene 

 

         

        012323232123G232

0212632323221263G232

22233223

2222332223











xxxxxyxxyxyxxxy
y

f

xxxxyxxyxxyxxyxyxxy
x

f

 

Estos resultados dan a comprender como la ecuación hallada ,2xy   a pesar de que sea el 

resultado de la aplicación de la fórmula general para la determinación de la integral 

singular, ella no satisface, sin embargo, a la ecuación diferencial, no pudiendo 

considerarse, en su virtud, dicha ecuación como su integral singular. 

 

Esta conclusión es de alta importancia y guarda relación con el método especial que luego 

daremos a conocer, al deducir las integrales singulares de la misma ecuación diferencial, 

pues muchos serán los casos que la derivada de la integral que se halla no corresponderá 

con la ecuación diferencial dada, sino con otra íntimamente relacionada con la primera. 

 

Para terminar este número daremos un ejemplo que no este sujeto a las restricciones del 

anterior. Sea: 

0''2 2  xyyyx  

 

La integral general de esta ecuación diferencial, ya estudiada, es: 

 

    0G20G,, 22 cyxyxf  

 

La igualdad ,
G

f
 se reduce en este caso a 

  0G22y  

 

De donde, al eliminar G, entre () y (),resulta: 

 

  022 yx  
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Esta ecuación constituye verdaderamente una integral singular de la ecuación diferencial 

dada, pues no puede obtenerse de la integral general por ningún valor particular atribuido a 

la constante G, mientras que ella satisface a la ecuación diferencial, pues al diferenciar (), 

se halla 

'y
y
x

dx

dy
  

 

y al sustituir este valor en la ecuación diferencial, se obtiene 

 

02
2

2


y

x
x

y
x

yx  

 

de donde, según (), resulta la identidad 0 = 0. 

 

 

          
 

 

Atendida la dificultad que presenta en varios casos el poder hallar la integral general de su 

ecuación diferencial, se ha procurado deducir la integral singular, de la misma ecuación 

diferencial, lo cual debe presentar grandes ventajas para los cálculos, si bien en este 

concepto aumentan los diferentes puntos de vista en que se pueden considerar dichas 

integrales singulares. 

 

Así, pues, antes de llegar a exponer nuestro método especial, consideramos útil, por 

último, decir algo respecto a lo que indican las principales obras que tratan de este punto, 

fijándonos en particular en los ejemplos que presenta Rubini, los cuales nos han servido 

más o menos de norma ya en los números anteriores. 

 

Supongamos que la ecuación primitiva, resuelta según y, sea: 

 
  )1(G,xfy   

 

Sabido es que si se toma la derivada de esta ecuación 

 

)2('
x

f
y




  

 

al eliminar la G, se obtiene la ecuación diferencial 

 
  )3(,' yxy   
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Las relaciones que existen entre (1), (2) y (3) permiten derivar (2) según y, en el supuesto 

de que G sea función de las variables, luego 

 

 4
G

G

' 2

dy

d

x

f

dy

dy




  

 

Además, podemos admitir las transformaciones siguientes: 

 

 
G

G,

1

G

1G

1
G

G

d

xdf
d

dydy

d

dy

d

d

dy





 

Luego, según (4), se obtiene 

 

)5(
GGG

:
GG

:
G

' 2









































y
l

x

f
l

x

ff

x

f

x

f

dy

dy
 

 

Si la ecuación primitiva se hubiese resuelto según x, se tendría 

 
 G,yx   

 

y por simetría, sabiendo que ,
'

1

ydy

dx
  resultaría inmediatamente, por un cálculo análogo al 

anterior, 

G
.

'
1

d
dx

l
y

d
dx

y
d


  

Volviendo a la fórmula (5), sabido es que la integral singular resulta de ,0
G


d

dy
 para 

cuando la ecuación primitiva tiene la forma (1); y, por consiguiente, esta última igualdad, 

se resuelve en una función   .0G,  x  

 

Así, pues, al considerar 
dy

dy'
 como relación límite del incremento de la función  ,G,x  

respecto a la variable x, resulta 

 

   
)6(

G,G,'

dx

xldxxl

dy

dy 
  
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A este punto, interesa recordar los principios del cálculo infinitesimal que se exponen en 

un principio de esta Memoria, a fin de probar debidamente que el segundo miembro de 

la igualdad anterior se resuelve en la tercera categoría de cantidad. 

 

En efecto, considerando la función  G,x  continua, no se puede suponer que 

 G,dxx   sea completamente nula, siéndolo  G,x ; y si bien es cierto que para 

 G,dxx   resultará un infinitamente pequeño, éste siempre será de orden inferior al que 

corresponde a  G,x ; pues siendo esta función igual a cero, se puede suponer que se 

refiera a un infinitamente pequeño de un orden infinitamente grande. Ahora bien; al tomar 

luego logaritmos de estas funciones, resultará para el logaritmo de cero una cantidad 

correspondiente a la tercera categoría, la cual no podrá destruir al otro término, según lo 

que acabamos de manifestar. 

 

De modo, que bien cabe afirmar que el orden del quebrado del segundo miembro de la 

igualdad (6), corresponde a la tercera categoría de cantidad. 

 

Debe tenerse presente, sin embrago, que una relación entre x é y y que convierta 
dy

dy'
 en 

una cantidad infinitamente grande, no podrá siempre considerarse como integral singular 

de la ecuación diferencial. 

 

Ahora bien; si supusiéramos luego x, función de y por razón de simetría, resultaría bajo 

condiciones análogas a las del caso anterior, que la relación: 

 

dx

y
d

'
1

 

 

se transformaría también en una cantidad infinitamente grande al referirse a una integral 

singular de la ecuación diferencial dada 

 

Además, es de notar también que si la ecuación diferencial 

 
  0',, yyxf  

 

es entera y racional, la condición de que 
dy

dy'
 se resuelva en la tercera categoría de 

cantidad, lleva consigo la de que ,
'dy

dt  se resuelva en la primera, pues al derivar la ecuación 

anterior respecto a y se obtiene 

0
'

'











dy

dy

y

f

y

f
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y fácilmente se concibe que solo así, el segundo término podrá neutralizar el primero, para 

que resulte cero, a no ser que se anulara 
dy

df
 por la combinación de .0

'
,0 

dy

df
f  

 

Mas si esto resultara, fuera preciso entonces determinar el verdadero valor de 

 



























'y

f

y

f

 

 

No cabe duda que de todos los medios indicados para obtener integrales singulares, este 

último sería el mejor, si no fuesen las restricciones a que esta sujeto. 

 

Apliquemos los procedimientos anteriores a varios ejemplos. Sea: 

 

    0'' 2  yxayxyy  

de donde 

   
 xa

yxayxyx
y






2

4
'

2

 

Luego 

 
 

    























yxayx

xaxy

xa
yDy

4

2
1

2

1
'

2

 

 

Según lo que precede, para la integral singular se tendrá 

 

    04
2

 yxayx  

o sea también 

   aayyx 04
2

  

 

Para convencerse que de esta ecuación es una integral singular de la ecuación diferencial 

dada, hay que ver si la satisface. Así, pues, de (a) resulta 

 
   0'4'12  ayyyx  

de donde 

yxa

yx
y






2
'  
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Este valor, sustituido en la ecuación diferencial, da 

 

 
 

 
 

  
0

22 2

2












yxa

yx
xa

yxa

yx
xyy  

 

Desarrollando esta igualdad, se obtiene 
 

             0244
2222 





 





  yxxayxyxaxyyxyxaay  

 

reduciendo 

      0224
22  yxayxaxyxayya  

y por fin 

  04
22  yxaya  

 

pero como se tiene   ,4
2

ayyx   según (a), resulta definitivamente 

 

044 22  yaya  

o sea la identidad 0 = 0. 

 

De suerte que la integral (a) satisface a la ecuación diferencial, sin que ella pueda deducirse 

por ningún valor particular atribuido a la constante de la integral general que, en este caso, 

es la misma ecuación diferencial, sustituyendo G por y', conforme a los principios que van 

expuestos relativos a la fórmula de Clairaut. 

 

Ahora bien, si partiéramos de la derivada según y', tomada sobre la ecuación diferencial 

dada, obtendríamos el mismo resultado anterior, bien que con más rapidez. 

 

En efecto, al tomar la derivada en y' de 

 

     ayxayxyy 0'' 2   

 

e igualando el resultado a cero, se tiene 

 
  0'2  yxaxy  

de donde 

 xa

yx
y






2
'  

 

Al sustituir este valor en (a), se obtiene inmediatamente, después de simples operaciones, 
 

  04
2

 yayx  
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Ecuación de la integridad singular, igual a la que se halló por el primer procedimiento. 

 

Notables son las consideraciones geométricas de Lagrange, para explicar este segundo 

procedimiento, a cuyo fin interesa tener presente los conceptos geométricos dentro de lo 

infinitésimo que se indican en la primera parte. 
 

Lagrange, dice: Puesto que la integral singular, debe representar la envolvente de la serie 

de líneas que satisfacen a la ecuación diferencial, se comprende que esta envolvente no 

puede existir, sino cuando las líneas de la serie se encuentran, esto es, cuando la ecuación 

   ,1,0',, yyxf  pueda dar para y' muchos valores en un mismo punto del plano, lo cual 

obliga a que la ecuación diferencial sea a lo menos de segundo grado respecto a y'; según 

este supuesto, la envolvente es el lugar geométrico de puntos donde dos a dos, las líneas 

infinitamente próximas de la serie se cortan; y a estos puntos corresponderán, por 

consiguiente, raíces dobles de la ecuación en y', y su lugar se obtendrá expresando la 

condición para que la ecuación diferencial tenga una raíz doble, correspondiendo a la vez 

con la tangente a la envolvente; de suerte, que al eliminar y' entre la ecuación (1), y su 

derivada, según y', se obtendrá la ecuación de la envolvente, o sea la integral singular. 

 

Empero, a este punto hay que advertir que la relación en x a y obtenida, no siempre 

satisface a la ecuación diferencial dada, pues como manifiesta con sumo acierto el 

matemático Serret, muchos serán los casos en que no se verifique dicha condición. 

 

En efecto, dice él, si consideramos, por ejemplo, una ecuación de segundo grado en ,
dx

dy
 al 

resolverla se tendrá: 

QP
dx

dy
  

 

y como quiera que P y Q son funciones cualquiera en x é y, los valores de y, que anulen a 

Q, no verificarán, en general, a la ecuación 

 

P
dx

dy
  

 

Esta observación tan importante, nos pone ya en camino del procedimiento, que 

desarrollaremos luego, para encontrar en todos los casos la ecuación diferencial a que 

puede hacer referencia la función en x é y, precitada como integral singular; de modo, que 

si la primera ecuación diferencial dada no le corresponde, quedará satisfecha siempre por 

la segunda que hallaremos. 

 

Antes de pasar a la explicación de este método, bueno será aclarar los conceptos de 

Lagrange y Serret, por medio de ejemplos. 

 

Tomemos de momento la misma ecuación diferencial que ya consideramos, como una 

aplicación de la fórmula de Clairaut 
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2'1' yrxyy   

de donde 

    )('' 22
bxyyrxyy   

o sea 

  222222

2222

1
' xryrxy

xrxr

yx
y 





  

 

para que las raíces sean iguales, supondremos 

 

   0222222  yrxrxy  

de donde 

  222 yxr  

 

Ecuación que será la integral singular, si satisface a la ecuación diferencial. 
 

A fin de averiguarlo, tómese la derivada de () 

 

y

x

dx

dy
  

 

valor que, sustituido en (b), da una identidad, lo cual significa que () es integral 

singular de la ecuación diferencial dada. 

 

Esta particularidad tiene su explicación, según la observación importante de Serret. Si 

consideramos la ecuación diferencial dada, escrita bajo la forma siguiente: 

 

  0'2' 22222  yryxyxry  

llamando 
2222 G,2, yryxbxra   

 

Al tomar el valor hallado de la raíz doble 

 

22
'

xr

yx
y


  

 

para que satisfaga a la ecuación anterior, es preciso que G cumpla con cierta condición 

para que dicha ecuación se pueda expresar por 

 

0'

2

22













xr

yx
y  
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Y según principios de las ecuaciones de segundo grado, debe resultar que 

 

a

b

4
G

2

  

o sea 

 
22

22

22

4

4
yr

xr

xy




 

 

Y efectivamente, en este caso se cumple la condición, puesto que atendiendo al valor , 

resulta para el primer miembro la misma expresión del segundo. 
 

Además, puede suceder que la función en x é y, aunque satisfaga a la ecuación diferencial, 

no sea una integral singular, sino una integral particular de la general. 

 

Si la integral general es conocida, fácilmente se salva la dificultad. Sea la ecuación 

diferencial de primer orden 
  )1(0',, yyxf  

 

y supongamos que por un procedimiento cualquiera hayamos hallado la función 

   20,  yx , que la satisface, siendo la integral general de (1): 

 
  )3(0G,, yxF  

 

Si la relación (2) representa una integral particular, tendrá que identificarse con (3), por un 

valor particular atribuido a la constante. 

 

Empero, cuando la integral general no es conocida, entonces, si la solución   0,  yx  es 

una integral singular, deberá representar la envolvente de las diferentes líneas como 

involutas, correspondientes a las integrales particulares deducidas de la integral general. 

 

De modo que en cada uno de los puntos de la envolvente la y', tanto por la integral 

particular que la corresponde, como por la envolvente, debe ser la misma, resultando, en 

general, entre las dos líneas un contacto de primer orden. 

 

De aquí resulta que si se forman las derivadas consecutivas de (2), desde la segunda, en 

general, no deben corresponderse con las de (1), bastando esta sencilla consideración para 

averiguar si la función (2) es o no una verdadera integral singular, a pesar de satisfacer a la 

ecuación diferencial. 

 

Para mayor claridad de lo que precede, nos valdremos de un ejemplo; Sea la ecuación: 

 

  022 222 ccxxaxy  

 

correspondiente a varios círculos que tienen los centros en diferentes puntos del eje x. 
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La ecuación diferencial correspondiente, se hallara, según lo expuesto, mediante el cálculo 

que a continuación se expresa: 

    0''22

'G

0G222'2

222 





xayyxxayyxaxy

xayy

xayy

 

o sea 

)1(02'2' 2222  axayayyyy  

 

Aplicando el método de Lagrange, se tiene 

 

y
a

y

ayyy





'

02'2 2

 

 

Al sustituir este valor en (1), inmediatamente resulta 

 

 2022  axy  

 

Esta ecuación satisface a la ecuación diferencial. 

 

Empero, aun cabe la duda si la función (2) es una integral singular o particular. 

 

Para salvar dicha dificultad debe procederse a la determinación de las segundas derivadas 

de (1) y (2), al objeto de averiguar si se corresponden o no. De (1), resulta: 

 

02'2"2'2"'2'2 223  ayyayyayyyyyy  

de donde 

     ayyayyyayyyy  ''''" 2  

después de la reducción 

 a
y

ya

y

y
y

3

222 1'
"





  

De (2), sabiendo que ,'
y

a
y   se deduce: 

 b
y

a

y

ay
y

3

2

2

'
"   

 

Siendo los resultados (a) y (b) diferentes, puede asegurase que la solución (2) es una 

integral singular de (1), la cual representa geométricamente una parábola, que es la 

envolvente de los diferentes círculos que corresponden a la ecuación (). 
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Notables, por fin, son los trabajos de Boole, acerca de las integrales singulares, haciéndolas 

dependientes de la derivada, pero sin que sean resultado de relaciones bien definidas entre 

la constante y una de las variables. 

 

Los ejemplos que a continuación se indican, serán suficientes para dar una sucinta idea del 

pensamiento de ese gran matemático. 

 

Sea encontrar la integral singular de la ecuación: 

 
)1(' ylyxy   

Derivemos, según y: 

 ly
xdy

dy
 1

1'
 

 

Esta expresión resulta infinita para y = 0, satisfaciendo este valor de y a la ecuación (1). 

 

Ahora bien, la integral general de (1) es: 

 

)2(cxey 
(*)

 

 

de la cual se puede obtener 0y  siendo ,G   si x es positivo, y ,c  si x es 

negativo. 

 

En ambos casos, se tienen integrales particulares, pero sin poderlas deducir de (2), por 

valores particulares de la constante completamente independientes de x; y como quiera 

que dichos resultados corresponden con la fórmula 

 


dy

dy'
 

 

perteneciente a las integrales singulares, en este concepto considera Boole dicha 

solución como singular. 

 

Otro caso más especial aun presenta dicho autor, para cuando G, recibe un determinado 

número de valores independientes de x. 

 

 

 
 

                                                           
(*)

 Para deducir la integral de xy = yly, basta atender a los desarrollos siguientes: 

 

G,GG,G,

'

,
1

'

xeyxlylxllxlly
x

dx

ly

y

dxy

xly

y

y

  
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Sea la ecuación diferencial 

 

0'' 22  lyyxyyy
(**)

 

 

Al resolverla, según y', se tiene 

 

2

4
'

222 lyyyxxy
y


  

de donde 

lyx

lyxx

dy

dy

4

1

2

4'

2

2




   

 

Para que este resultado sea infinito, basta suponer 

 

042  lyx  

o también y = 0; o sea 

0ó
2

4
1

 yey
x

 

 

La primera igualdad da una integral singular, por cuanto no es posible deducirla de la 

integral general 
2ccxey  , sino por ,

2

1
G x  que es variable.  

 

Pero lo notable de este ejemplo, conforme lo indica Rubini al tomarlo de Boole, es que 

el segundo caso se puede deducir de la integral general, siendo ,Gó,G   cuya 

expresión es independiente completamente de todo valor y consideración sobre x, 

constituyendo en su virtud esta singularidad por dicha autor, dos soluciones o integrales 

particulares coincidentes o múltiples, las cuales guardan alguna relación con la integral 

singular correspondiente a y = 0, como resultado de .
'


dy

dy
 

                                                           
(**)

 Para hallar la integral de ,0'' 22  lyyxyyy  atenderemos simplemente a los desarrollos siguientes: 

 

     

2222

2

2

2

,,,,G

0,0,
'

,0
''

,0
''

ccxeyccxlyAcABB

xBBABBxAxBBB
y

y

BxAlylyx
y

y

y

y
ly

y

y
x

y

y














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II 

 

PROCEDIMIENTO ESPECIAL PARA OBTENER CIERTA CLASE DE INTEGRALES SINGULARES 

DE UNA ECUACIÓN DIFERENCIAL. 

 

Según hemos manifestado ya, existen dos procedimientos para deducir la integral 

singular de la ecuación diferencial; empero, como queda demostrado por los ejemplos 

anteriores, ambos deben considerarse defectuosos. 

 

El procedimiento debido a Lagrange, se funda en la igualdad de raíces respecto a la 

derivada de la ecuación diferencial; mas como advierte Serret, con suma oportunidad, en el 

ejemplo: 

QP
dx

dy
  

ya citado, se comprende que la función ,0  no satisfaga en general a P
dx

dy
 . 

 

El segundo procedimiento, consiste en considerar: 

 


dx

dy'
 

 

y conforme se ha manifestado, la función que satisface a esta condición no siempre 

representa la integral singular; además, si la ecuación diferencial es entera y racional, 

sabido es que la condición anterior supone que 

 

,0
'


dy

Fd
 

 

siendo esta la que se utiliza para recabar la integral singular; no obstante, si al eliminar y' 

entre 0F  y 0
'


dy

Fd
 resulta ,0

dy

Fd
 entonces 

dy

dy'
 se presenta bajo la forma 

indeterminada, con lo cual no queda aun asegurada la integral singular sin nuevas 

investigaciones. 

 

Para salvar estas dificultades, pueden considerarse cierta clase de integrales singulares, 

bajo una base más segura, mediante un método regular y sencillo, conforme nos 

proponemos desarrollar. 

 

A este fin, consideraremos la y', de la ecuación diferencial dada, como si fuese un 

parámetro variable, al objeto de deducir de ella una segunda ecuación diferencial, para que 

la y' de ésta corresponda siempre con la derivada de la función   ,0,  yx  como integral 

singular suya. 
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Esta segunda ecuación diferencial constituye el fondo de nuestro método, que sin duda 

lleva ventaja a todos los indicados anteriormente por no estar sujeto a oscilaciones, 

quedando siempre asegurada la integral que a ella se refiere. 

 

Con todo, hay que advertir como, en casos particulares, podrá suceder que la función 

  ,0,  yx  sea además integral singular de la primera ecuación diferencial, lo que tendrá 

lugar siempre y cuando la segunda ecuación pueda identificarse con dicha primera. 

 

Este método guarda relación con las teorías de las involutas y envolventes, así como en el 

paso de la integral general a su ecuación diferencial. 

 

En efecto, si la ecuación diferencial primera es: 

 
  )1(0',, yyxF  

 

Al considerar la y', como una constante arbitraria, resulta: 

 
  )(0G,, ayxF   

 

Si se toma la derivada de dicha función con toda generalidad, se tiene: 

 

 20
G

G
' 



















x
F

y
y
F

x
F  

 

Ahora bien, la derivada de (a), considerando G constante, será: 

 

 30'








y

y

F

x

F  

 

Así, para que (2) corresponda con (3), basta que 

 

 40
G




F  

de cuya ecuación se deduce 

 yx,G   

 

De modo que al sustituir este valor, por último, en (a), se obtiene: 

 
    50,,,  yxyxF  

 

Esta ecuación representa la integral singular, correspondiendo la tangente en un punto de la 

curva (5) con la de la ecuación diferencial que resulta de combinar (a) con (3), dándonos 

esta segunda ecuación diferencial notable, la seguridad de que la ecuación (5) constituye su 

integral singular, conforme a la clase especial que estudiamos. 
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Este método, además de su marcha segura y regular para la determinación de integrales 

singulares referidas a ecuaciones diferenciales de primer orden, es digno de mención, por 

cuanto es aplicable a ecuaciones diferenciales más complicadas, conforme iremos 

manifestando. 

 

Sin duda que, para mayor claridad de los conceptos que preceden, no habrá como utilizar 

los mismos ejemplos anteriores, tomados de las principales obras de matemáticos, a fin de 

salvar las dudas que pudieran ocurrir, al propio tiempo que apreciar la importancia del 

método que exponemos. 

 

Primer ejemplo.- Sea la ecuación diferencial: 

 

  )1(',,0''2 2 yyxfxyyyx   

 

Al generalizarla, conforme hemos manifestado, se obtiene 

 

  )'1(0G,,GG2 2  yxfxyx  

Luego resulta 

0G22
G





xy

f
 

de donde 

x

y
G  

 

Sustituyendo este valor en (1'), se deduce inmediatamente la integral singular, o sea 

 

   20,22  yxyx  

 

En este ejemplo, la derivada de (2) corresponde con la y' de la ecuación diferencial (1). 

 

En efecto, de (2) se deduce: 

 a
y
x

dx

dy
  

 

cuyo valor, sustituido en (1), da 

02
2

2


y

x
x

y
x

yx  

o sea 

0
2

22





y

yx
x  

 

y como ,022  yx  se tiene en definitiva la identidad 0 = 0. 
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Mas conforme al método que desarrollamos precisa encontrar la segunda ecuación 

diferencial que se enlaza con (1), y de la cual se puede asegurar a priori que tendrá por 

integral singular la función (2). 

 

Según las consideraciones generales que preceden, tomaremos la derivada en x de (1'), de 

donde: 

  0'G2G1 2  y  

o sea 

1''G 2 yy  

 

al sustituir este último valor en (1'), se obtiene 

 

)4(01''21'21''2 222 
















 yyyxyyyx  

 

Ecuación que queda satisfecha por la derivada de (2), siendo (2), con seguridad, la integral 

singular de (4). 

 

Según lo que precede, vemos que (2) también se puede considerar integral singular de (1), 

puesto que la satisface; empero esto resulta porque la ecuación (1) no es sino una 

consecuencia de (4). 

 

En efecto, la ecuación (4) cabe expresarla por 

 

   501''21''1'2'2 2222  yxyyxxyyyyyx   

 

pero según (a), resulta: 

2

22

2

2
2 11'

y

yx

y

x
y


  

 

y en virtud de (2), se tiene 01'2 y . Así, pues, de (5) solo queda 0''2 2  xyyyx , cuya 

ecuación corresponde exactamente con la primitiva (1). 

 

Segundo ejemplo.- Sea la ecuación de la tangente correspondiente a una circunferencia de 

radio r: 

)1('1' 2yrxyy   

 

Aplicando el procedimiento general indicado, se tiene: 

 

   '1G,,0G1G 2 yxfrxy   
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de donde 

0

G1

G

G 2








 r
x

f
 

o sea 

22

G

xr

x



  

de donde 

22

2

x

G
G1

xr

rr



  

 

valores que sustituidos en (1') dan la función: 

 

22

22

xr

xr
y




  

o sea 

)(222 ayxr   

 

Si buscamos la ecuación diferencial a que corresponde (a) como integral singular, habrá 

que tomar la derivada de (1'), según x, resultando en esta fórmula de Clairaut, 

sencillamente 

,G
dx

dy
 

 

cuyo valor, sustituido en (1'), reproduce la ecuación diferencial (1), lo cual nos indica 

que en este caso, la segunda ecuación diferencial se identifica inmediatamente con la 

primera, sin necesidad de reducción alguna. 

 

Así, pues, la función ,222 yxr   es integral singular de (1). 

 

En efecto, de esta ecuación se deduce ,
y
x

dx

dy
  y al sustituir en (1), resulta: 

 

2

2

1
y

x
rx

y

x
y   

o sea 

0
2222







y

yx
r

y

xy
 

 

y como se tiene ,222 yxr   se deduce la identidad 0 = 0. 
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Tercer ejemplo.- 

 

Sea: 

    )1(0'' 2  yxayxyy  

 

Generalizando esta ecuación, se tiene 

 

      )'1(G,,0GG 2 yxfxaxyy   

 

Aplicando el procedimiento expuesto, 

 

  0G2
G

 xaxy
d

df
 

de donde 

 xa

xy






2
G  

 

Al sustituir este valor en la ecuación diferencial dada, se obtiene 

 

 
 

 
 

 
0

42 2

22












xa

xy
xa

xa

xy
y  

o sea 

     ayxaxy 04
2

  

 

Determinemos ahora la ecuación diferencial a que se refiere (a), como verdadera integral 

singular; para ello tomaremos la derivada, según x, de (1'), resultando 

 

  0'1GGG 2  y  

o sea 

 
2

'41'1
G

2
yyy' 

  

 

Al sustituir el único valor que depende de y', se tiene, como en el caso anterior, 

 

G;' 
dx

dy
y  

 

luego al sustituirlo en (1'), da la misma ecuación diferencial (1), diciéndonos esto que las 

dos ecuaciones diferenciales se identifican y que por consiguiente la función (a), se puede 

considerar integral singular de (1); de tal manera que fácilmente se demuestra que la 

satisface, como en el ejemplo anterior. 
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En efecto, de 

    )(04
2

ayxaxy   

al derivar, se obtiene 
     04'41'2  yyxayxy  

de donde 

axy

xy
y

2
'




  

 

Sustituyendo este valor en (1), se tiene 

 

  
 

 

 
0

22 2

2












axy

xy
xa

axy

xyxy
y  

 

Después de sencillas reducciones, resulta 

 

  )(04 22
byayxa   

 

Pero la ecuación (a) cabe expresarla por 

 

  04 22
 yayxa  

 

luego en definitiva se tiene, al sustituir este valor en (b), la identidad 0 = 0. 

 

Cuarto ejemplo.- 

 

Sea la ecuación 

)1(08'4' 23  yxyyy  

 

Al generalizarla, toma la forma 

 

   '1G,,08G4G 23 yxfyxy   

 

Considerando la derivada ,0
G




f
 se tiene  

 

04G3 2  xy  

de donde 

 2
3

4
G xy  
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Al eliminar G entre (1') y (2), resulta inmediatamente 

 

)3(427 3xy   

 

Ahora bien, para obtener la segunda ecuación diferencial, a la cual siempre debe satisfacer 

la función (3) como integral singular, derivaremos, según x, la función (1'); de donde 

resulta 
  0'G416G4  yxyy  

despejando G, se obtiene 

'

'4
G

xyy

yy


  

Al sustituir en (1'), se halla 

 

    )4(0'8''4'4
32222333  xyyyxyyyxyyy  

 

ecuación que puede reducirse a la forma siguiente: 

 

  )5(0
2

'
''4

23 






 


yxy
xyyyy  

 

Fácilmente se prueba que la función (3) satisface a esta segunda ecuación diferencial, 

razón por la cual es su integral singular. 

 

En efecto, de (3) resulta 

2
3

9

4
'

27

4
xy

x
y   

 

Luego al sustituir los valores respectivos en (5), se deduce, sin esfuerzo, la identidad 0 = 0. 

 

Empero si tomamos, para mayor comodidad, la ecuación (4) en vez de (5), a quien es 

equivalente, en vista de los valores anteriores de y y y' deducidos de (3), resulta 

 

     

   
3

3323

32233

27

16
''44

60'8'4'4'4












xxyyxyyyy

xyyyxyyxyyyyy

 

 

De modo que suprimiendo este factor común de (4), se halla la misma ecuación diferencial 

primera, o sea 

08'4' 23  yxyyy  

 

En su virtud, la función (3) es integral singular también de (1). 
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En efecto, puesto que al sustituir en ella los valores de 

 

2
3

9

4
',

27

4
xy

x
y   

 

deducidos de (3), se obtiene, después de sencillas operaciones, la identidad 0 = 0. 

 

En todos los ejemplos que preceden, que son precisamente los que suelen presentar los 

autores de obras didácticas, es de notar que la derivada de la función   ,0,  yx  satisface 

a la ecuación diferencial primitiva, pero esto, según las observaciones de Serret, no resulta 

sino en casos particulares, pues al hallar la función , según el método de Lagrange, dejará 

de cumplirse, en general, dicha condición, y si bien nuestro método tiene cierto parentesco 

con el de Lagrange, la verdad es que la segunda ecuación diferencial que consideramos, 

salva perfectamente la dificultad que presenta el método de Lagrange, pues, con seguridad, 

ella tiene por integral siempre a la función   0,  yx . 

 

El ejemplo siguiente, de Serret, dará a comprender, sin duda, la importancia que tiene esta 

segunda ecuación diferencial que introducimos en los cálculos. 

 

Sea la ecuación: 

)1(0''2 2  yxyy  

 

Al generalizarla, como en los ejemplos anteriores, se tiene: 

 

  )'1(G,,0GG2 2 yxfxy   

de donde 

0G22
G





x

f
 

o sea 

xG  

cuyo valor sustituido en (1'), da: 

 

  )(,02 ayxxy   

 

Para encontrar la segunda ecuación diferencial, según el procedimiento general que 

venimos desarrollando, basta derivar (1') según x: 

 
0'G2  y  

de donde 

2

'
G

y
  
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al sustituir este valor en (1'), resulta 

 

)2(0
4

'
'

2


y

xyy  

 

Esta es la segunda ecuación diferencial, la cual queda satisfecha según (a), como integral 

singular suya, empero no resulta lo mismo respecto a la ecuación diferencial (1). 

 

En este concepto se puede afirmar que la función hallada (a), es integral singular de (2), 

pero no de (1), procurando así nuestro método un medio seguro para saber siempre cual es 

la ecuación diferencial a que una función   ,0,  yx  hace referencia, como integral 

singular suya. 

 

 

III 

 

 

ESTUDIO DE INTEGRALES SINGULARES 

DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE ORDEN SUPERIOR AL PRIMERO. 

 

 

El método que hemos expuesto para deducir cierta clase de integrales singulares, 

apoyándonos en la indeterminación o generalización de la derivada correspondiente a la 

ecuación diferencial, puede hacerse extensivo a las ecuaciones diferenciales ordinarias de 

orden superior al primero. 

 

Demos antes una idea sucinta de los procedimientos ordinarios que suelen admitirse en 

este caso para que pueda apreciarse luego mejor la ventaja del nuestro. 

 

En las ecuaciones diferenciales de orden superior al primero, cabe hallar diferentes órdenes 

de integrales correspondientes a la ecuación diferencial dada. 

 

Supongamos la ecuación diferencial del orden n, 

 
   )1(0,",',, nyyyyxf   

 

Sea una de sus integrales primeras 

 
     )2(G,',, 21   nn yyyxy   
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Si se deriva esta función, suponiendo G función de x, resulta 

 

 

x
y

y
y

yx
y n

























G

G
"

'
'   

 

Ahora, para que el valor  ,ny  corresponda con (1), es preciso que desaparezca el último 

término del segundo miembro, esto es: 

 

0
G

G










x
 

 

Si es ,0
G






x
 origina al sustituir el valor de G, como constante, en (2), una integral 

particular de (1). 

 

Si, en cambio, es 
 

0
GG

1










ny

 en el concepto de que el valor G, deducido de esta 

última igualdad no sea una constante, al sustituirlo en (2), dará una integral singular. 

 

Ahora, si la ecuación (2) se presentara bajo forma implícita, 

 
   0G,',, 1  nyyyx   

 

siendo  una función racional y entera, se obtendría la integral singular, eliminando la G 

entre ,0
G

y0 



  salvo los casos de excepción que van ya consignados de un modo 

más particular en los números anteriores. 

 

Por otra parte, también se puede deducir la integral singular directamente de la ecuación 

diferencial primitiva. 

 

Los autores a este punto suelen invocar los principios ya expuestos en las ecuaciones 

diferenciales de primer orden, y la fórmula hallada 

 

G

'

d

dy
l

dx
d

dy

dy
  

 

la hacen extensiva a una ecuación diferencial de orden n, resultando por inducción la 

relación 
 

 

 

G

1

1 d

dy
l

dx
d

dy

dy n

n

n 


  

 

que debe resolverse en la tercera categoría de cantidad. 
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Así, pues, deduciendo de esta igualdad el valor  ny , al sustituirlo en la ecuación 

diferencial dada, que se supone de orden n, se obtiene la integral singular primera. 

 

Para mayor claridad de cuanto precede, daremos un ejemplo debido a Lagrange, el cual se 

encuentra reproducido bajo aspectos diferentes en las célebres obras de Serret y Rubini. 

 

 

Estudio según Serret 

 

 

La ecuación de Lagrange, es 

)1(04 222  babxaxy  

 

siendo a y b dos constantes arbitrarias. 

 

Al derivar (1), según x, resulta 

)2(02  bax
dx

dy
 

 

Si se sustituye el valor (b) en (1), se tiene 

 

0242

2
22 

















 ax

dx

dy
axax

dx

dy
axy  

de donde 

   30144 222
2

































xax

dx

dy
xay

dx

dy
x

dx

dy
 

 

Si en cambio sustituimos el valor a de (2), en (1), se obtiene: 

 

0
2

4
2

2

2

2 



































 b
x

b
dx

dy

bxx
x

b
dx

dy

y  

luego 

  )4(012422 22323
2

































xbx

dx

dy
byx

dx

dy
x

dx

dy
 

 

Al tomar, por último, la derivada, según x de (2), se deduce  

 

2

2

2

1

dx

yd
a   
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y al sustituir este valor en (3), se halla: 

 

  01
4

1
44

2

1 2

2

2

2
2

2

22
















































x

dx

yd
x

dx

dy
x

dx

yd
y

dx

dy
x

dx

dy
 

 

obteniéndose, por fin, 

 

  )5(0
2

21

2

2

22
2

2

2
2 
































 y

dx

dy
x

dx

dy

dx

ydx
dx

dy
x

dx

yd
x  

 

esta ecuación diferencial de segundo orden, tiene por integrales primeras las ecuaciones (3) 

y (4), siendo (1) su integral general. 

 

Ahora, para deducir la integral singular de (5), basta atender, según Serret, a las integrales 

primeras, buscando la expresión que corresponda a las raíces iguales de a ó b, y en ambos 

casos debe resultar la misma integral singular. 

 

Si consideramos la integral primera (3), la condición de que las raíces a sean iguales, es 

 

  01444

2
2

2
2 
































 y

dx

dy
x

dx

dy
xx

dx

dy
x  

de donde 

   60
16

1
2

4
2

22

















 x
yx

dx

dyx
x

dx

dy
 

 

Si tomamos la integral primera (4), la igualdad de raíces iguales, según b, da 

 

  0122244 223
22

3 































 xyx

dx

dy
x

dx

dy
x

dx

dy
 

 

de donde, después de simples reducciones, resulta la misma ecuación (6). 

 

Se puede deducir aun la (6) de la (5), derivando esta última ecuación según x, resultando 

después de simples reducciones 

 

  0
4

1
2

2

2
2

3

3











x
dx

dy
x

dx

yd
x

dx

yd
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De suerte, que al igualar a cero el coeficiente de 
3

3

dx

yd
 se tiene: 

 

  )7(0
4

1
2

2

2
2 

x

dx

dy
x

dx

yd
x  

 

Luego debe eliminarse 
2

2

dx

yd
, entre (7) y (5). 

De (7) se obtiene 

2

2

2

2

1

4

x

x
dx

dy
x

dx

yd




  

cuyo valor, sustituido en (5), da 

 

 
 

0
1

4
2

2

1

4
1

2

2

2

2

22

2
2

2 



































 y
dx

dy
x

dx

dy

x

x
dx

dy
x

x
dx

dy
x

x

x
dx

dy
x

x  

 

y después de toda reducción 

 

  0
16

1
2

4
2

32

















 x
yx

dx

dyx
x

dx

dy
 

 

ecuación que es la misma (6) hallada. 

 

Si se resuelve esta ecuación según ,
dx

dy
 se encuentra: 

 

4

4161

4

2
4223 xxyxxx

dx

dy 



  

 

Esta igualdad puede escribirse así: 

 

2

42

3

12

416

248
x

xxy

xx
dx

dy






 

 

Luego al multiplicar ambos miembros por dx, e integrando, resulta: 

 

(7)G111416 2242 







 xxxxxxy  
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Esta ecuación es la integral general de la integral singular (6). Además, la ecuación (6) aun 

admite una integral singular deducida de (7), en el concepto de igualar a una cantidad de la 

tercera categoría, su derivada, según y, y fácilmente se concibe que debe resultar: 

 

0416 42  xxy  

o sea 

)8(
416

24 xx
y   

 

Esta es la integral singular de (6), puesto que la satisface. 

 

 
Figura. 9ª 

 

En efecto, de (8) resulta 

24

3 xx

dx

dy
  

 

de donde al sustituir los respectivos valores en (6), se obtiene: 

 

  0
16416

1
24224

424
2

33
2

3






































xxx
x

xxx
x

xx  

 

y después de simples reducciones, se halla la identidad 0 = 0. 

 

Terminaremos las consideraciones de Serret, dando una forma esquemática a los 

resultados obtenidos, para comprender mejor las relaciones que existen entre las diferentes 

ecuaciones halladas. 

 

Las flechas A y B indican que las dos funciones 6y ff  no se corresponden. 
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Estudio según Rubini 

 

Rubini estudia la misma ecuación de Lagrange, pero siguiendo una marcha, podríamos 

decir, casi contraria a la de Serret. 

 

En efecto, pues, empieza considerando la ecuación diferencial de segundo orden siguiente: 

 

  )(0""'"
2

1
' 222 ayxyyyxxyy   

 

la cual, debidamente desarrollada, toma la forma 

 

  0
2

21

2

2

22
2

2

2
2 
































 y

dx

dy
x

dx

dy

dx

ydx
dx

dy
x

dx

yd
x  

 

resultando ser la misma ecuación (5) de Serret. 

 

De la ecuación anterior pasa Rubini a una de sus integrales primeras, tal como 

 

 
 

  )(G,',,0G
'G

'G
2

2

2

2

eyyxf
x

y
y

x
y 


  

(*)
 

 

siendo esta ecuación la integral primera (4) de Serret
.
 

 

 

                                                           
(*

 
)
Se puede deducir esta integral primera, de (a), suponiendo G,"' xyy  en el concepto de descomponer la 

ecuación (a), del modo siguiente: 

    0""'"'
2

1
'

2

1 22
 yxyyxyyxxyy  

de donde resulta inmediatamente: 

 
 

0G
'G

'G
2

2

2

2





x

y
y

x
y  

Para justificar que cabe suponer G,"' xyy  se puede derivar la ecuación (a), resultando: 

   0'''"2'''""''2'''
2

1
""'' 2  yyxyyyxyyyxxyxyyy  

Al reducir, se obtiene: 

  0"2"'2
2

1
''' 2 







  yxxyyxy  

Esta igualdad queda satisfecha, siendo ,0''' y  igualdad que puede transformarse en la siguiente por 

valores finitos de ,0''';  xyx  cuya integral se resuelve en G."' xyy  
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En efecto se tiene 

    0G2'G'2G2'G2 222232  xyyyxyx  

de donde 

   '01G24G22 22323
2

exx
dx

dy
yx

dx

dy
x

dx

dy

































 

 

Esta ecuación es la misma (4) de Serret, cambiando tan solo la G en b. 

 

Ahora bien, siendo la ecuación diferencial (e), racional y entera respecto a y, y su derivada, 

tendremos que considerar, según principios ya expuestos, el sistema 

 

0
G

y0 



df

f  

para deducir la integral singular. 

 

Así, pues, resulta: 

 
0G2

'G2

2G 2





 x

yxdf
 

de donde 

 2

3

14

'4
G

x

xy




  

 

Esta expresión, sustituida en (e), después de sencillas reducciones, procura el resultado 

siguiente: 

    0'16'28116 2342  yyxxxyx  

 

ecuación correspondiente a la (6) de Serret. 

 

Por fin, Rubini deduce aun la integral singular de la ecuación diferencial (a), partiendo de 

la fórmula general ya indicada 
 

  













1n

n

dy

dy
 

 

en el supuesto de resolverse en infinito, reduciéndose esta fórmula en el caso que se 

estudia a 

.
'

"









dy

dy
 

 

Así, pues, siendo la ecuación diferencial primitiva 
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    )(",',,0""'"
2

1
' 222 ayyyxFyxyyyxxyy   

 

al derivarla, considerando y'' función de y', según la fórmula general 

 

0
'

"

"'















y

y

y

F

y

F
 

se deduce 

 

  "2"'2
2
1

"'2

'

"

2 yxxyyx

xyyx

dy

dy




  

 

y como este valor debe resolverse en una cantidad infinita, se tiene 

 

  0"'2"2
2

1 2  xyyxyx  

de donde 

 2

2

14

'4
"

x

xyx
y




  

 

Este valor, sustituido en (a), reproduce la misma integral singular hallada, correspondiente 

a la ecuación (6) de Serret. 

 

Si fijamos la atención en los métodos seguidos por Serret y Rubini al estudiar la ecuación 

de Lagrange, observaremos que Serret, para evitar la dificultad que presenta el deducir las 

integrales singulares de la ecuación diferencial, prefiere empezar su estudio partiendo de la 

ecuación finita, o sea de la integral general. 

 

Sin embargo, consideramos ser más lógico empezar por la ecuación diferencial de 

segundo orden como origen de todas las integrales, tal como lo realiza Rubini, si bien 

este autor no alcanza la integral general, quizá por las dificultades que encuentra a su 

paso; echando mano luego del infinito para determinar una de las integrales singulares, 

lo cual, como se ha manifestado anteriormente, no siempre procura el resultado 

apetecido. 

 

Así, pues, entendemos que nuestro método, aparte de su uniformidad y sencillez, gana en 

seguridad respecto a los anteriores, contando siempre con la ecuación diferencial a que se 

refiere la integral singular. 

 

Escogeremos el mismo ejemplo anterior para que se pueda apreciar mejor la ventaja que 

presenta este procedimiento, con relación a los ya explicados. 

 

Sea la ecuación 

    )(0""'"
2

1
'",',, 222 ayxyyyxxyyyyyxf   
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La derivada que hemos de generalizar aquí es y'' ; luego, según la teoría ya explicada para 

las ecuaciones diferenciales, se tendrá: 

 

    0GG'G
2

1
'G,',, 222  xyxxyyyyxf  

y en virtud de 

0
G




f
 

resulta 

  0G2G'2
2

1 2  xyxx  

de donde 

 2

2

14

'4
G

x

xyx




  

 

Este valor de (G), sustituido en (a), da inmediatamente la ecuación hallada 
 

      )(0'16'28116',, 2342
1 byyxxxyxyyxF   

 

la cual constituye la primera integral singular de (a). 

 

Del propio modo, con la misma sencillez, podemos deducir de (b) la otra integral singular 

que corresponde a la ecuación (8) de Serret. 

 

En este concepto tendremos que generalizar ahora la y' de la ecuación (b), procediendo de 

un modo análogo al caso precedente. 

 

Así, pues, resulta 

 

       '0G16G28116G,, 2342
1 bxxxyxyxF   

 

y en virtud de 

  0G3228
G

31 



xx

F
 

o sea 

 xx 2
4

1
G 3   

 

Después de sustituir este valor de G en (b'), se obtiene inmediatamente 

 

416

24 xx
y   
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Ecuación igual a la que resultó por el método de Serret como segunda integral singular, 

siendo ésta ya la última, por cuanto se ha partido de una ecuación diferencial de segundo 

orden. 

 

A este punto consideramos interesante justificar como las integrales singulares que 

encuentra Serret pueden considerarse como tales, por cuanto las ecuaciones diferenciales 

que se hallan según nuestro método, y que son las verdaderas a que deben referirse las 

integrales singulares, se identifican con las de Serret. 

 

Para deducir Serret la integral singular de 

 

   50
2

21

2

2

22
2

2

2
2 
































 y

dx

dy
x

dx

dy

dx

ydx
dx

dy
x

dx

yd
x  

 

toma una cualquiera de las integrales primeras expresadas por (3) ó (4), buscando la 

expresión que corresponde a las raíces iguales de a ó b, y así obtiene la integral singular 

expresada por 

   60
16

1
2

4
2

32

















 x
yx

dx

dyx
x

dx

dy
 

 

Luego en virtud de las observaciones que preceden, interesa buscar la ecuación diferencial 

de segundo orden a que hace verdaderamente referencia la ecuación (6) como integral 

singular, al objeto de ver si puede identificarse con la (5). 

 

Para ello empezaremos generalizando la (5) 

 

   Ay
dx

dy
x

dx

dyx
dx

dy
xx 0G

2
2G1

22
22 

















  

 

Derivando según x, se tiene 

 

0
2

11
G

2

1
G

2

2

2

2
2 



























dx

dy

xdx

yd

dx

yd

x
dx

dy

 

de donde 

 

 

































2
11

2

2
11

2

2
11

G
2

2

2

2

2

2

2

dx

dy

xdx

yddx

yd

dx

dy

xdx

yd

dx

dy

x
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Desarrollando la cantidad dentro del radical, resulta: 

 

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

22

2

2

2
2

2

2

2

2

4

1

224

1

42

1

16

1

44

2

11

442

1

16

1

44









































































x
dx

dy

dx

yd

dx

yd

x
dx

dy

dx

yd

x
dx

dy
dx

yd

x

dx

dy

dx

yd

dx

dy

xdx

yddx

yd

x
dx

dy

dx

yd

dx

dy

xdx

yd

x

dx

dy

 

 

Sustituido este valor en () se halla 
 

2

2

2

2

2

2

4

1

22

1

4

1

2

1

2
G

dx

yd

x
dx

dy

dx

yd

dx

yd

x
dx

dy

  

 

De modo que al sustituir, por fin, este valor de G en (A), resulta la misma ecuación (5), lo 

cual nos manifiesta que la segunda ecuación diferencial, que hemos hallado, se identifica 

con la (5) de Serret. 

 

Al buscar nuevamente Serret la integral singular de (6), aplica el principio, según se ha 

visto, del infinito, para obtener la ecuación 

 

46

24 xx
y   

 

Así, pues, al buscar nosotros la verdadera diferencial que tiene por integral singular la 

ecuación anterior, tendremos que generalizar la (6), resultando 
 

   B
x

yx
x

x 0
16

1G
2

G
4

2
3

2 







  

 

Derivando según x, se obtiene 

 

  0
4

12G
2

3
1

3
2

2











x

dx

dy
xxy

x  

de donde 

 

2
3

1

4
12

G
2

3
2

x

x
dx

dy
xxy




  

 



Lauro Clariana Ricart Estudio completo de una clase especial de Integrales Singulares 

 73 

Sustituyendo este valor en (B), se halla 

 

   
  )(0

16
1

2
31

4
12

2

2
31

4
12 4

2

2

3
2

3

2

2

3
2

C
x

yx
x

x
dx

dy
xxy

x
x

x

x
dx

dy
xxy






































 

 

Según lo que precede, ésta debe ser la verdadera ecuación diferencial de la integral hallada 
 

)(
416

24

D
xx

y   

 

correspondiente a la (8) de Serret. 

 

Empero, se tiene 

 

848244
,

24

2233 x

dx

dyxxxxx
y

xx

dx

dy









  

 

Luego cabe escribir 

 

     
dx

dy
x

x

dx

dy
x

x

dx

dyxx

dx

dy
x

x

dx

dyx
x

x

dx

dy
xxy 







 







 2

3
2

323
2

23
2

2

3
1

4
1

424
1

84
2

4
12

 

De donde el valor de G se transforma en 

 

 
dx

dy

x

dx

dy
x

x

x
dx

dy
xxy











 







2

2

2

3
2

2
3

1

2
3

1

2
3

1

4
12

G  

 

Así, pues, al sustituir este valor en (B), resulta la misma ecuación diferencial (6), de modo 

que esto nos indica que en este segundo caso las dos ecuaciones diferenciales (6) y (C) se 

identifican. 

 

Fácilmente se concibe que este método igualmente podríamos aplicarlo a ecuaciones 

diferenciales de orden superior al segundo, pues no habría más que considerar la 

generalización de las diferentes derivadas de la ecuación diferencial dada, extendiendo 

dicha generalización sucesivamente desde la de mayor orden hasta la de primero, al objeto 

de obtener las integrales singulares primeras, segundas, etc., hasta llegar a la ecuación 

finita que debería alcanzarse después que se hubiese pasado por un número de integrales 

igual al del orden de la ecuación diferencial primitiva. 
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IV 

 

MÉTODO ESPECIAL PARA OBTENER CIERTA CLASE DE INTEGRALES SINGULARES 

REFERENTES A ECUACIONES ENTRE DERIVADAS PARCIALES 
 

 

En las ecuaciones entre derivadas parciales cabe hacer extensivo también el procedimiento 

especial que venimos desarrollando para cierta clase de integrales singulares; sin embargo, 

creemos prudente anteponer antes algunos principios generales para mayor inteligencia de 

lo que expondremos luego. 

 

Si suponemos la ecuación 

 
  )1(0GG,;,,,, 2 nCzvuyxF   

 

siendo el número de constantes igual al de variables independientes, la eliminación de 

dichas constantes se obtiene por medio del sistema siguiente: 

 

































0''

0''

)2( y
z

FF

x
z

FF

zy

zx

 

 

De suerte que entre (1) y (2) resulta una relación única entre n derivadas parciales de 

primer orden: 

)3(0,,,;,,, 






















 
v

z

u

z

y

z

x

z
zvuyxf  

 

Recíprocamente, dada una ecuación entre derivadas parciales de primer orden con n 

variables independientes, tal como (3), debe referirse ésta a una función (1), que es la 

integral completa de (3). 

 

Las integrales singulares en esta clase de ecuaciones diferenciales pueden deducirse de la 

integral completa, de un modo análogo al método expuesto ya al tratar de las ecuaciones 

diferenciales ordinarias de primer orden. 

 

Supondremos las constantes en su mayor grado de generalidad, siendo funciones de las 

variables, a fin de dar mayor latitud al problema, procurando luego que las funciones 

derivadas que se obtengan se correspondan con las del sistema (2). 
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En este concepto, se puede escribir 

 























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
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


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z
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El sistema (4) se identifica con (2), al cumplirse las condiciones que a continuación se 

expresan: 

 





























































































































































0
GG

'
GG

'
GG

'

0
GG

'
GG

'
GG

'

G
22

2G
11

1G

G
22

2G
11

1G

y

z

zy
F

y

z

zy
F

y

z

zy
F

x

z

zx
F

x

z

zx
F

x

z

zx
F

nn

n

nn

n

 

 

Empero este sistema queda satisfecho, siendo 

 
0',0',0'

nG2GG  FFF   

 

De suerte que al hallar los valores de nGGG, 2  de estas funciones y sustituirlos en (1), 

debe resultar una función sin constantes, y solo dependiente de las variables: esta ecuación 

constituye la integral singular de la ecuación (1). 

 

Sin embargo, pueden suponerse las constantes funciones unas de otras, por ejemplo, las 

constantes 22 GGG, n  funciones de las dos últimas ,GyG n1n  de modo que se tenga 
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siendo las funciones , arbitrarias. 
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En este concepto, el sistema (4) toma la forma siguiente: 
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Este sistema se reduce al (2), con tal que se verifique 

 

0''''

0''''

2

2
2

2
1

1

1
1

2

2
1

2
2

1

1
1











































nc
n

n

nc
n

c
n

c

nc
n

n

nc
n

c
n

c

F
C

F
C

F
C

F

F
C

F
C

F
C

F





 

 

Entre estas dos ecuaciones y el sistema (5), se obtienen los valores de las n constantes, 

resultando las n - 2 primeras funciones arbitrarias de las dos últimas. 
 

Así, pues, al sustituir estos valores en (1), se obtiene una solución de dicha función, 

tomando el nombre de integral general, cuando una sola constante es función de las n - 1 

restantes. 

 

Notable es el ejemplo siguiente que presentan algunos autores para apreciar la 

multiplicidad de soluciones que una misma ecuación puede ofrecer. 

 

Sea la ecuación 

      )1(0GGG,G,,, 222
1

2
121  rzyxzyxF  

 

representante de varias esferas de radio r, cuyo centro se halla en el plano xy, y que pueden 

variar de posición según sean los valores de las constantes 
21 Gy  G , siendo el radio el 

mismo para todas las esferas. 

 

La ecuación entre derivadas parciales que corresponde a (1), se hallará tomando sus 

derivados según x é y; de donde resulta 
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Así, pues, al sustituir en (1) los valores de 
21 Gy  G  de (2), se tiene 
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o bajo otra forma más reducida, y admitida por el uso, 

 

  )3(01 2222  rzqp  

 

Si suponemos ahora en (1), como integral completa de (3), 
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resulta inmediatamente la integral singular, 

 
22 rz   

de donde 
)4(rz   

 

Este resultado, interpretado geométricamente, nos dice que se trata de dos planos paralelos 

al plano xy, trazados a las distancias r  desde el origen de coordenadas, constituyendo 

dichos planos la envolvente de todas las esferas imaginables de radio r. 
 

Además, fácilmente se demuestra que la función (4) es integral singular de (3), puesto que 

la satisface. 

 

En efecto, de (4), se deduce: 
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y al sustituir estos valores en (3), resulta la misma función (4): 
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Por último, si se tuviera  ,GG 12   esto supondría que los centros de las esferas seguirían 

una cierta línea en el plano xy, determinada por la función  y al buscar la envolvente 

correspondiente de estas esferas, según el procedimiento general, ya explicado, respecto a 

la eliminación de constantes, obtendríamos una superficie llamada de canal, pudiendo 

obtener varias de estas superficies, conforme fuese variando la función , dando el 

conjunto de estas superficies la integral general de (3), mientras que la solución singular es 

la envolvente general de todas las esferas, prescindiendo de las superficies de canal. 

 

Estos son los procedimientos que se conocen para deducir integrales singulares de la 

integral completa o general de una ecuación entre derivadas parciales; empero a este punto 

hemos de manifestar que el procedimiento particular que estudiamos permite deducir, de 

un modo análogo a los anteriores, las integrales singulares, refiriéndose directamente a la 

ecuación diferencial, siendo preciso determinar, siempre, la segunda ecuación diferencial a 

la cual se refieren esta clase de integrales singulares, bien que en algunos casos particulares 

pueden serlo también de la primera, y éste siempre y cuando la segunda ecuación 

diferencial se identifique con la primera, condición que será ya más difícil de realizar 

ahora, en vista de que las ecuaciones entre derivadas parciales son más complicadas que 

las ordinarias. 

 

El primer ejemplo que vamos a presentar, se refiere a una ecuación entre derivadas 

parciales de primer orden y de segundo grado. 

 

Sea: 

)1(022 22222  zqypxyqxp  

 

Al generalizar esta ecuación, consideraremos como si hubiesen dos constantes arbitrarias, 

que expresen p y q; en este concepto se tiene: 
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Luego al aplicar las fórmulas generales 
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se obtiene 

02G'202G2 22  yyxx  

de donde 
yx  G'G  

 

Al sustituir estos valores en (2), resulta 
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o sea 

)3(332 yxz   

 

La verdadera ecuación diferencial, a que se refiere (3), como integral singular, se hallará 

derivando (2), según x é y, por ser éstas las variables independientes. 
 

Así, pues, resulta 
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Al determinar G y G', se tiene 

 

zpyyzpxx 242G'242G 22   

 

de donde sustituyendo estos valores en (2), se obtiene 
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Después de algunas sencillas reducciones, se halla 
 

)4(02422422244 2222233  zzpyyzpxxyzpxzpyx  

 

Ahora, según (3), al derivar, según x ó y, se obtiene 
 

22 3232 yzpxzp   

 

luego, al tomar los radicales de (4), se deduce 
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y por fin, al sustituir estos valores en (4), da: 

 

0222244 23333  zyxyzqxzpyx  

de donde 

)5(0
2

2
33 

z
yzqzxpyx  

 



Lauro Clariana Ricart Estudio completo de una clase especial de Integrales Singulares 

 80 

Esta es la verdadera ecuación diferencial de la integral singular (3), puesto que queda 

satisfecha por ella. 
 

En efecto, de (3), se deduce 
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z
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p
22

2

3

2

3
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al sustituir estos valores en (5), se obtiene 
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y, según (3), 

0
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3 22  zz  

 

Igualdad que se convierte en una identidad. 

 

Fácilmente se concibe que el valor (3), y el de sus derivadas, por ser todos positivos, al 

sustituir en (1), cuyos términos son también positivos, no podrán convertir la igualdad en 

una identidad, razón por la cual cabe afirmar que la función (3), es integral singular de (5), 

pero no de (1). 
 

Pasemos ahora al estudio de una ecuación entre derivadas parciales de orden superior al 

primero. 

 

Sea, por ejemplo, 

)1(0222 22222222  tzsyrxzpqtsyqrxp  

 

en el supuesto, según el uso, que r, s, t representen 
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Al generalizar esta ecuación, resulta 

 

)'1(0"G2'G2G2"G'GG 22222222  zyxzpqyqxp  

 

Al derivar, según G, G’ y G” se obtiene 
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Sustituyendo estos valores en (1'), se obtiene 
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o sea 

 3032323  pqzpyqx  

 

Esta ecuación constituye la primera integral singular. 

 

Interesa determinar, como en los casos anteriores, la ecuación diferencial a que hace 

referencia (3) como integral singular. 
 

Comencemos, pues, por derivar (1') considerando p y q como funciones de x é y. 
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Estas dos igualdades, cabe expresarlas por las tres siguientes: 
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Al sustituir estos valores en (1'), se tendrá la verdadera ecuación diferencial, a la cual se 

refiere (3), como integral singular: 
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Si derivamos ahora (3), según x é y, resulta 
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Al sumar estas dos igualdades, se tiene 

 

          032233 233332222  qppqztspzsrqzsrpytsqxpyqx  

 

Empero, si deriváramos (3), considerando solo z función de x é y tendríamos 

 

033033 22222222  pqzpyqpzqx  

 

Luego la ecuación anterior, se reduce a 
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Igualdad que queda satisfecha, siendo 
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En este concepto los valores de G, G’, G” hallados anteriormente, se reducen a 
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los cuales, sustituidos en (1'), dan 
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Y después de toda reducción 

 

032323  pqzpyqx  

 

Ecuación igual a (3); luego se puede asegurar que esta última igualdad es la integral 

singular de la ecuación diferencial (A), puesto que la satisface. 
 

Si pasamos ahora a la segunda integral singular, o sea a la que resulta de (3), tendremos al 

generalizar 
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Derivando, según las constantes, e igualando los resultados a cero, se tiene 
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3

3

3

3

y

z

x

z
  
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Si en (3') sustituimos el valor (4), resulta 

 

0
2

G
GG

4

G
3

3
323

6

26
3 

x

z
zy

x

z
x  

luego 

04 633  zyx  

 

Si en cambio, sustituimos en (3') el valor (5), se tiene 

 

0
2

'G
'G

4

'G
G'

3

3
3

6

26
323 

y

z
z

y

z
yx  

de donde 

 604 633  zyx  

 

Resultado la misma ecuación anterior, la cual constituye la segunda integral singular de la 

ecuación primitiva, y si bien (6) no satisface a (3), por las mismas razones que hemos 

deducido en el caso anterior, con seguridad debe satisfacer a las ecuaciones que resulten de 

derivar a (3') según x é y después de eliminar las constantes. En efecto, de (3'), se obtiene 

 












0G'G3G3

0G'G3'G3

222

222

qzy

pzx
 

de donde 

2

2

2

2 G'
G

G
'G

y

qz

x

pz
  

 

Sustituyendo, respectivamente, estos valores en (3'), resulta 

 

 

 80

70

53224

52324









pzxyyqz

pzxyxpz
 

 

Estas dos ecuaciones deben quedar satisfechas por (6). 

 

En efecto, de (6) se deduce 

x

y
pyxz

2
1

44 6
1

2
1

2
1

6
1

  

 

 

 

 

 

 



Lauro Clariana Ricart Estudio completo de una clase especial de Integrales Singulares 

 84 

Sustituyendo estos valores en (7), se tiene 

 

02

0
2
1

44
4
1

44

322333

2
1

2
1

6
1

2
5

2
5

6
5

233
1

223
2





yxxyyx

x

y
yxxy

x

y
xyx

 

luego 

00   

 

Si consideramos (8), también quedará satisfecho por los valores de (6). 

 

02

0
2
1

44
4
1

44

233223

2
1

2
1

6
1

2
5

2
5

6
5

323
1

223
2





yxxyyx

y

x
yxxy

y
x

yyx
 

de donde 

00   

 

Así, pues, cabe afirmar que si (6) no es integral singular de (3), lo es de (7) y (8). 

 

De un modo análogo podríamos continuar haciendo el estudio de ecuaciones más 

complicadas que las anteriores; pero consideramos por demás aumentar el número de 

ejemplos, puesto que el procedimiento sería el mismo siempre, solo teniendo presente que 

al generalizar las ecuaciones diferenciales hay que derivar según x, y, z, p, r..., etc., 

extendiendo el círculo de acción a medida que aumenta el número de constantes. 

 
 

 

¤ ¤ ¤ ¤ 
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V 
 

ESTUDIO DE UNA CIERTA CLASE DE INTEGRALES SINGULARES 

PARA CUANDO LAS VARIABLES SON IMAGINARIAS 

 

 

Las integrales singulares referidas a variables imaginarias, a la par como en la cantidad 

real, se pueden deducir de la integral general, así como de la ecuación diferencial 

correspondiente. 

 

En el primer caso se presenta otra vez el estudio de las involutas y envolventes, si bien bajo 

un punto de vista más general que el correspondiente a la cantidad real. 

 

Supondremos un caso particular para aclarar ideas. 

 

Sea el movimiento de la variable independiente z en su propio plano, describiendo 

circunferencias correspondientes a la ecuación 

 

  )1(G 222
ryx   

 

siendo o el polo y ox el eje polar. 

 

El valor del radio vector oa, por ejemplo, puede obtenerse mediante el paso de 

coordenadas cartesianas a polares. Así, la ecuación (1) se transforma en 

 

  222
senGcos r  

de donde 

 senGcosG 22r  

 

Esta expresión podía obtenerse directamente de la figura 10, pues 

 

 222 senGcosG rbaoboa  

 

Luego la fórmula de la variable independiente es 

 

)2(senGcosG 12221 








 erez  

 

Si la función   se enlaza con z, bajo la forma 2z  resulta: 

 

)3(senGcosG 12
2

222 








 er  
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Figura.10 

 

Ahora bien, se comprende que suponiendo la variable z que describa diferentes 

circunferencias de radio r, teniendo todos los centros en puntos del eje x, o del eje polar, 

según la ecuación dada (1), estas circunferencias darán lugar a una envolvente en el plano 

de la variable independiente, así como tendremos otra envolvente en el plano de la función, 

producida por la serie de líneas pertenecientes a la ecuación (3), y que guardarán relación 

con las de la ecuación (2). 

 

Para tener la envolvente en el plano de la variable independiente, derivaremos (2), 

según la constante G, e igualando a cero el resultado, esto es,  

 

0

senG

senG
cos

222

22








r

 

de donde 

 cotG r  

 

Este valor, sustituido en (2), da los puntos que corresponden a la envolvente de los 

diferentes círculos de radio r, esto es, 

 

112222

sen
sencotcoscot 











 e

r
errrz  

 

Luego, para que el módulo de z sea 

sen

r
 

 

es preciso que ob = r sea perpendicular a oa, porque solo en este caso, se tiene 

 
 senr  
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Así, pues, al variar la constante G de la ecuación (1), resultan diferentes círculos cuya 

envolvente será la línea que une los diferentes puntos b, b'...., o sea una recta paralela al eje 

polar  a la distancia t; y para los valores negativos de ,  otra recta envolvente de las 

circunferencias por la parte inferior a distancia -r del eje x, o eje polar; estos resultados, se 

armonizan completamente con los obtenidos para cuando la variable era real. 
 

Si pasamos ahora a la función ,2z  por cumplirse las condiciones, no solo de 

monogenidad, sino todas las demás que se requieren para que la función pueda 

considerarse holomorfa, cabrá suponer otra envolvente en el plano de la función, conforme 

a las diferentes involutas originadas por las del plano de la variable independiente. 

 

Así se tiene que para cada valor particular atribuido a G, resultará una línea en el plano de 

la función, según la fórmula (3). 

 

De suerte, que según el procedimiento general explicado para encontrar la envolvente de 

todas estas líneas en el plano de la función ,  basta derivar (3), según G, igualando el 

resultado a cero, eliminando luego la constante G entre esta última ecuación y (3). 

 

 
 

Figura.11 

 

Así resulta 

0

senG

senG
cossenGcosG2 12

222

2
222 



























 e

r

r  

 

y para que se verifique esta igualdad, se tiene 

 

0

senG

senG
cos

222

2








r
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Igual condición que para la variable independiente; de modo que al sustituir en (3) el valor 

 




sen
G

r
 

se obtiene 

12
2

sen












 e
r  

 

Esta es la ecuación de la envolvente en el plano de la función. 

 

La figura siguiente manifiesta como puede construirse dicha envolvente, determinando las 

involutas en el plano de la función, correspondientes a las del plano de la variable 

independiente, para lo cual no hay más que escoger la unidad lineal, y luego, por medio de 

terceras proporcionales, determinar los cuadrados de los módulos de la variable 

independiente, cuyos cuadrados serán los módulos respectivos de la función, los cuales 

deberán colocarse en argumentos dobles de los que corresponden a la variable 

independiente. 

 

 

          
 

 

Después de estas breves consideraciones acerca de la relación íntima que existe entre la 

función y la variable independiente, para cuando las variables son imaginarias, vamos a 

deducir integrales singulares de la integral general, o de la ecuación diferencial. 

 

El primer caso no ofrece dificultad alguna. Sea, por ejemplo, 

 

  )1(G,,0GG 243  zFzz  

 

como integral general de cierta ecuación diferencial. 

 

Según los principios que preceden, para determinar la integral singular de (1), se tiene 

 

0G2
G

43 



zz

F  

de donde 

)2(
2

1
G

z
  

 

Al sustituir este valor en (1), se obtiene 

 

)3(
4

1 2z  
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Esta ecuación constituye la integral singular de la ecuación diferencial correspondiente a 

(1). Si se quisiera obtener dicha ecuación diferencial, deberíamos derivar (1), según la 

variable independiente z, de donde 

 

)4(G4G3' 232 zz   

 

el valor G de esta igualdad es 

 

)5(
4

'

64

9

8

3
G

32 zzz


  

 

luego al sustituirlo en (1), se tendrá inmediatamente la ecuación diferencial pedida, 

dependiente de ’. 

 

Digno de mención es, según la teoría general explicada ya para cuando las variables eran 

reales, que la ’ de la ecuación diferencial, y de la integral singular, deben corresponderse; 

o que si se sustituye en la ecuación diferencial el valor ’, que corresponde a la integral 

singular, debe transformarse la ecuación diferencial en la integral singular. 

 

Aplicando este segundo procedimiento en el caso presente, tendremos que la derivada de 

(3) es: 

z
2

1
'  

valor que, sustituido en (5), da 

zzz 2

1

8

1

8

3
G   

 

Y como quiera que esta expresión es igual a (2), naturalmente se comprende que sustituido 

otra vez en (1), reproduzca la misma integral singular (3), lo cual nos justifica la igualdad 

admitida entre las derivadas ’ de las dos ecuaciones anteriormente supuestas. 

 

Consideremos ahora el caso más interesante: deducir la integral singular de la ecuación 

diferencial, aplicando de un modo análogo el mismo procedimiento que hemos empleado 

al tratar de variables reales. 

 

Nos concretaremos a presentar tan solo dos casos: 

 

1. Considerando una ecuación diferencial de primer orden; y 

 

2. Siendo la ecuación diferencial de orden superior al primero. 

 

1º Sea la ecuación: 

)1(0'2' 2222  zzz  
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Al generalizarla, según ’ se obtiene 

 

  )'1(G,,0G2G 2222  zFzzz  

 

Según la fórmula ,0
G




F  resulta: 02G2 2  zz  

de donde 

)(
1

G a
z

  

 

Al sustituir este valor en (1'), se halla 

 

)2(122  z  

 

Esta ecuación constituye la integral singular de cierta ecuación diferencial que podrá 

corresponder con (1), según se identifique o no con ella. 

 

Conforme al método que venimos desarrollando para encontrar esta segunda ecuación 

diferencial, de la cual (2) es su verdadera integral singular, bastará derivar (1'), como 

siempre, según la variable independiente, que aquí es z; luego 

 

02'2G2G2 2  zz  

de donde 

2

2

2 4

4'4

4

1

2

1
G

z

zz

zz


  

 

Al sustituir este valor G en (1'), tendremos su ecuación diferencial. 

 

Ahora bien, según el ejemplo precedente, la derivada ’ de la ecuación diferencial 

segunda, y de la integral singular, deben ser iguales, de modo que al sustituir el valor ’ de 

la integral singular, o sea: 




z
'   

 

en (3), correspondiente a la ecuación diferencial, debe aparecer el mismo valor para G, que 

nos ha conducido a la integral singular. 

 

En efecto, de (3) resulta 

 

zzz

zz
z

zz 2
1

2
1

4

44

4

1
2
1

G
2

2

2






  
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Se comprende que no se puede utilizar el primer valor, quedando tan solo el segundo, que 

es ,
1

G
z

  siendo este exactamente igual a (a), conforme nos habíamos propuesto 

demostrar. 

 

Fácilmente se alcanza que la primera ecuación diferencial no queda satisfecha por (2), pues  

al sustituir en (1) el valor ,'



z

 deducido de (2). se obtiene 

 

0
2 22

2

2

4







z
zz  

 

expresión que siendo ,122  z  no puede reducirse a una identidad. 

 

2º Ejemplo. Sea la ecuación diferencial de segundo orden 

 

)1(0''"2" 2222  zzz  

 

Al generalizarla, según ,"  se obtiene 

 

  )'1(G,',,0''G2G 2222  zFzzz  

 

Para obtener la integral singular, como siempre, consideraremos 

 

0
G




F  

de donde 

02G2 2  zz  

o sea 

 a
z


G  

Sustituyendo en (1') 

0''2 22
2

2

2
2 





z

z
z

z
z  

 

Simplificando, )2(0'' 232  z  

 

Esta es la integral singular. 

 

Al derivar, según z, para obtener la ecuación diferencial de (1'), se tiene 

 

  0"'2"'2G'2G2 22  zzzz  
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de donde 

)3(4
4

2
"

'"'

2

'

2

'
G

2

2

2

z
z

z
z

z
z

z
z








 









 



  

 

Sustituyendo este valor G en (1'), se tendrá la verdadera ecuación diferencial, de la cual es 

integral singular (2). Y para demostrarlo bastará ver, como en el ejemplo anterior, que este 

valor de G, que se acaba de obtener corresponde con el de (a), en el supuesto de que ''  

sea el mismo para (3) y (2). 

 

En efecto, al derivar (2), resulta 

 

0"'2"'2'2 2  zz  

o sea 

'
2

"
'"'

2





z

z  

 

De modo que, según (3), se deduce 

 

2

222

4

'4''2

2

'
G

z

zzz
z
z 




  

 

Deduciendo y tomando el signo inferior, se ve como este valor G puede corresponder 

con (a), resultando ;G
z


  todo lo cual nos confirma que (2) es la integral singular de 

la segunda ecuación diferencial. 

 

Podíamos haber determinado la integral singular (2), resolviendo la ecuación (1), según 

"  y en el concepto de que las dos raíces que se encuentran fuesen iguales  

 

2

22

2

2 ''
"

z

z

zz








  

de donde 

G"0' 222 



z

z  

 

ecuaciones iguales a las halladas (2) y (a). 

 

Estos resultados nos demuestran, por ser G,"  que la integral singular lo es también de 

(1). Por fin, aun cabe determinar una segunda integral singular, generalizando (2). 
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En efecto, se tendrá 

   "1G,,0GG 222  zFz  

 

Luego, según lo que precede, 

2G20
G

z
F




  

de donde 

2
G

2z
  

 

Al sustituir este valor en (1"), se obtiene 

 

0
24

44
2 

zz
 

o sea 

 '2
4

4
2 z

  

 

Esta ecuación forma la segunda integral singular. 

 

Para hallar la ecuación diferencial correspondiente a (1"), de la cual (2') es su verdadera 

integral singular, empezaremos derivando (1") según z. 

 
0G2'2  z  

 

sustituyendo el valor G en (1"), se tendrá la ecuación diferencial 

 

0'
'

3

22
2 


 z

z
 

la cual se puede expresar por 

 bzz 0'' 22322   

 

Esta ecuación corresponde con (2´), pues al derivar ésta da 

 




2
'

3z
 

 

cuyo valor, sustituido en (b), atendiendo a (2´), se obtiene 

 

0
424

666


zzz

 

o sea 

0 = 0 
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Identidad que nos dice que (2´) es la integral singular de (b), así como fácilmente se 

concibe que no lo es de la ecuación (2), pues al sustituir en ella los correspondientes 

valores de (2´), no la pueden transformar en identidad. 

 

Después de lo expuesto, damos aquí fin al estudio de las integrales singulares, tomadas en 

el sentido de que su derivada corresponda con la de una cierta ecuación diferencial, 

principio que seguramente podría aplicarse en otros casos que no se manifiestan en la 

presente Memoria. 

 

 

Madrid, Marzo - Noviembre 1910 

Lauro Clariana Ricart 

 


