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si como para la diferenciacion de una funcion matemética cualquiera
existen reglas precisas y determinadas que conducen al fin apetecido, no sucede lo mismo
cuando se pretende pasar de la ecuacion diferencial a la ecuacion finita o primitiva, como
integral suya; pues no solo ésta se refiere, en algunos casos, a funciones trascendentes
desconocidas, sino que dentro de las conocidas puede haber muchas que convengan con
las misma ecuacion diferencial.

Dignas de mencion son, por ejemplo, ciertas integrales que por su naturaleza propia toman
el nombre de singulares, las cuales gozan de la particularidad de satisfacer a la ecuacion
diferencial, sin que sea posible deducirlas de su integral general por valor alguno de las
constantes. Para formarse claro concepto de esta clase de integrales, interesa unir en
estrecho maridaje el Analisis con la Geometria, a fin de que la teoria de las involutas y
envolventes nos de cuenta exacta, siquiera sea en los casos mas sencillos, de semejante
anomalia aparente.

Las integrales singulares, segun los procedimientos ordinarios, se deducen, o directamente
de la integral general, o también de la ecuacion diferencial; empero, conforme al fin que se
persigue en la presente Memoria, aun cabe considerar una ecuacion diferencial, tal como:

f(x,y, y')=0

en su mayor grado de generalidad, siendo indeterminado el valor y*; de suerte que si las
variables x € y, satisfacen a la ecuacion:

o(x y)=0

en el concepto de que la y' de la ecuacion diferencial dada, o de otra relacionada con la
primera, corresponda con la y* de ¢, bien cabra considerar a esta funcion como integral
singular de una o de las dos ecuaciones diferenciales precitadas, conforme tendremos
ocasion de probar.

Respecto al desarrollo de esta Memoria, no hemos vacilado en comenzar por ciertos
conocimientos que se relacionan mas o menos directamente con el estudio de las
integrales singulares, al objeto de aclarar ideas, y asi llegar con buena base al estudio, en
particular, de cierta clase de integrales singulares que daremos a conocer mediante un
método general, uniforme y sencillo, el cual, después de aplicarlo a las ecuaciones
diferenciales ordinarias, haremos extensivo a las ecuaciones entre derivadas parciales,
asi como también a las ecuaciones diferenciales de variables imaginarias.
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Cuadro sinoptico de la materia contenida en esta Memoria

Parte Primera

Preliminares

V.

Principios analiticos dentro de lo infinitésimo.

Principios geométricos.

Eliminacion de constantes y funciones arbitrarias.

Lineas involutas y envolventes.

Estudio de la integral general deducida de la ecuacion diferencial: f(x,y,y)=0

Parte Segunda

Integrales Singulares

Integrales singulares, deducidas de la integral general 6 de la ecuacion
diferencial F(x,y,y')=0, segln los procedimientos ordinarios.

Procedimiento especial para obtener cierta clase de integrales singulares,
deducidas de la ecuacion diferencial F(x,y,y')=0.

Aplicacion del método anterior para obtener integrales singulares de
F(X, Y, y'...y(”))zo_

Determinacion de cierta clase de integrales singulares, deducidas de la funcién
F(x,y,z,p,q):O.

Aplicacion del mismo procedimiento para determinar integrales singulares de la
funcion F (z,o), 03'): 0, correspondiente a las cantidades complejas.
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PARTE PRIMERA

BREVES CONSIDERACIONES ACERCA DEL ANALISIS INFINITESIMAL

La cantidad en su mayor grado de generalidad, conforme indican varios autores, dividese
en las tres categorias siguientes:

Cantidad primera.............. Cantidad infinitamente pequefia.
Cantidad segunda............. Cantidad finita. X
Cantidad tercera.............. Cantidad infinitamente grande.

La cantidad en cada una de estas tres categorias, tiene caracteres propios que la diferencian
de las otras dos; con todo, algo comun existe entre ellas que permite relacionarlas entre si:
esta nota comun la constituye la variabilidad, la cual, en la primera y tercera categoria, se
caracteriza por los diferentes 6rdenes infinitesimales a que puede referirse la cantidad, a
diferencia de la finita, que se aprecia por los valores cuantitativos que puede recibir.

Esto no es decir que en lo infinitésimo no entre la finitud, bien que de un modo indirecto,
pues lo mismo el infinitamente pequeiio que el infinitamente grande, se consideran
resultado de un producto de dos factores, siendo uno finito y otro una potencia de ciertas
unidades infinitesimales expresadas generalmente por o 6 A, segun se refieran éstas a la
primera o tercera categoria de cantidad.

Los exponentes de las potencias correspondientes a estas unidades infinitesimales, deciden
del orden de las cantidades infinitésimas, considerandose positivos en los infinitamente
pequefios, y negativos en los infinitamente grandes, en el concepto de que se tome como
Unica unidad fundamental o; empero si la unidad fundamental fuese A, resultaria todo lo
contrario.

Ademas, hay que advertir que en ambos casos se supone la cantidad finita, siempre del
orden cero.

Después de estas breves consideraciones acerca de la cantidad, interesa dar a conocer uno
de los principios més fundamentales dentro del Calculo infinitesimal, el cual podemos
formular bajo los términos que a continuacién se expresan:

Una suma de infinitamente pequefios cuyos sumandos se refieren a ordenes diferentes, se
resuelve, en general, en el orden inferior.

) Segiin mi humilde parecer, la expresion de infinitamente debiera cambiarse en indefinidamente, por mas
que el uso establezca lo primero.
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Este principio, sin embargo, tiene su excepcion cuando los signos de los sumandos no son
los mismos, dando ello origen a una consecuencia de suma importancia respecto a las
cantidades que difieren infinitamente poco entre si. En efecto, supongamos, por ejemplo, la
diferencia de dos infinitamente pequefios del mismo orden, tales como o, y ', .

Segun principios del célculo infinitesimal ya expuestos, cabe escribir

siendo K' y K cantidades finitas.

Asi, pues, al restar miembro a miembro estas dos igualdades, se tiene:
o — 'y =(K-K')a"

Ahora, bien; segln la verdadera génesis de cantidad, pueden considerarse las relaciones
siguientesentre Ky K *:

D) KK (2) K=K (3) K=K'+n
siendo 7 un infinitamente pequefio.

En su virtud, podemos admitir que la diferencia entre dos infinitamente pequefios del
mismo orden, sera de igual orden segin (1); cero, segun (2); resolviéndose en un
infinitamente pequefio de orden superior al suyo, si se atiende a la igualdad (3).

De la discusion precedente se deduce inmediatamente que una suma algebraica de varios
infinitésimos, no siempre se resuelve en el orden inferior de los sumandos. Ademaés, no
cabe dudar que de los tres casos considerados el mas importante es el tercero, por ser el
origen de las cantidades que difieren infinitamente poco entre si; palanca la més poderosa
del analisis, pues cuando en los calculos entran dichas cantidades, pueden sustituirse unas
por otras, tanto en relaciones de cociente como en sumas de infinitamente pequefios, con
tal que en este Ultimo caso se conserve el mismo signo en todos los sumandos.

Estas sencillas consideraciones acerca del analisis infinitesimal, forman la base de la
Matematica superior, siendo suficientes para darnos una explicacion satisfactoria de todas
las particularidades que pueden ocurrir al buscar las integrales singulares que contiene una
ecuacion diferencial, conforme al método incompleto de Lagrange, que tendremos ocasion
en dar a conocer més adelante.
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BREVES CONSIDERACIONES ACERCA DE LA GEOMETRIA INFINITESIMAL

La Matematica superior se apoya en dos metodos que bien pueden considerarse como los
mas generales; el método de los limites y el método de los infinitésimos; y si bien ambos
pueden utilizarse para resolver los problemas de la alta Matematica, parece ser, sin
embargo, que se concede hoy méas importancia al segundo que al primero, por cuanto los
infinitamente pequefios, en particular, permiten, mediante sus diferentes ordenes, apreciar
mejor todos los elementos que entran en el problema, alcanzando al fin, y por via de
division, la finitud, en general, que es el principal objetivo del matematico.

Asi, pues, segun el método infinitesimal, resulta que la tangente en un punto de una curva,
se sustituye por el elemento de la misma que pasa por dicho punto, puesto que se trata de
dos rectas que difieren infinitamente poco entre si, respecto a su direccion.

Este nuevo concepto de tangente permite considerar la curva dada como un multilatero, al
unir por rectas varios puntos infinitamente préximos de la misma, constituyendo cada una
de dichas rectas, como es bien sabido, un elemento de la curva.

Es de notar que cada uno de estos elementos sustituye al arco
que le corresponde, puesto que la diferencia entre la cuerda y el
arco, dentro de lo infinitésimo, se resuelve en el cubo del orden
de dicho arco, por lo cual resultan dos cantidades que difieren
infinitamente poco entre si, permitiendo, segin los principios
®  que preceden, la sustitucion de una cantidad por otra.

Figura 12

Sin duda que esos cambios facilitan mucho el planteo de los
problemas que se basan en la ley de continuidad, sin que por ello, al llegar a la finitud,
sufra el resultado alteracion alguna respecto al que se obtendria solucionando el problema
por otro procedimiento cualquiera.

Estas consideraciones generales nos permiten adelantar algunos conocimientos mas acerca
de la Geometria infinitesimal.

Sean, por ejemplo, x,y, las coordenadas del punto m de la curva plana AB,
correspondiente a la funcion f(x,y)=0. Si los puntos m, p, g, se hallan a distancias
infinitamente proximas, se tendra que las coordenadas del punto p podran expresarse por:

X = Xo +dXg Y1 = Yo +dyp
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Asi, las del punto g, por
Xy = Xy + 0¥, = Xo + 2dXy + dx3

Y = Yy +dy; = yo + 2dy, +dy3

Y, en general, para el punto x,,y,, cabra escribir, por induccion, las formulas simbolicas
siguientes:

X, =% L+d)"  y,=yoll+d)"
Los puntos m, p, g..... toman el nombre de puntos consecutivos de la curva AB.

Bien podriamos afirmar que la idea que acabamos de exponer constituye la base del
estudio correspondiente al contacto de lineas.

En efecto, pues si dos lineas tienen dos puntos consecutivos comunes, se dice que son
tangentes entre si, resultando un contacto de primer orden; si tienen tres, el contacto es de
segundo orden, siendo las lineas osculatrices; si tienen cuatro, el contacto es de tercer
orden, siendo este Ultimo caso las lineas sobre osculatrices. Y, en general, si el contacto es
del orden n, las dos lineas tendrén n + 1, puntos consecutivos comunes.

Segun las formulas simbdlicas halladas, resulta que dos lineas planas tienen un contacto de
primer orden en el punto comdn x, =&, y, =m,, Si se verifica:

dx, =d g, dy, =dn,,

Sera de segundo, si se tiene ademas
d%xp =d? &g, d?yp =d’ng

asi continuando.

Se comprende que si en vez de tomar diferenciales
consideraramos las derivadas de las dos funciones y=F ()

y =v(x) representantes de las dos lineas dadas, claro esta que
en el punto comin x, =&y, Yo =no, Para que existiera un

contacto de orden n, seria preciso que las derivadas respectivas
de las dos funciones fuesen iguales hasta las del orden enésimo.

b N
a
X
-~
N2
lo-]
A=)

o

Qf-----=--

2

Figura 22
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La ley de contactos cabe manifestarla también de un modo grafico, debiendo sustituir en
este caso por grado de aproximacion entre las dos lineas, lo que se llama orden de
contacto.

En efecto, sean las dos lineas AB y CD representantes de las dos funciones y = F (x),
y=f (x) Dichas lineas se cortan en el punto M; si suponemos ahora que ab representa un

incremento infinitamente pequefio de primer orden dado al valor x = oa, al levantar por b
la ordenada, cortard, en general, a las dos lineas AB y CD, respectivamente, en los puntos

N y p; y en este concepto podremos escribir la relacion siguiente: %; de suerte que si

resuelve esta relacion en un infinitamente pequefio del orden n, el contacto de las dos
lineas sera del orden n; todo lo cual indica que la porcién de ordenada Np, que separa a las
dos lineas, se resuelve en un infinitamente pequefio del orden n + 1, siendo éste el grado de
aproximacion de las lineas dentro de lo infinitésimo.

En el caso de que la ordenada trazada por el punto b, no encontrara, por ejemplo, a la linea
AB, efecto de la situacion de los ejes, quedaria salvada la dificultad, trazando un arco de
circulo, tal como pqg, siendo M su centro y Mp el radio, correspondiente a un infinitamente

pequefio de primer orden; asi, pues, la relacion I\F/’l—% sustituira a la anterior %, resultando

idénticas consecuencias para la ley de contactos.

Terminaremos estas consideraciones geométricas dando a conocer una propiedad notable
respecto a los triangulos infinitesimales, que tendrd luego su aplicacion al estudiar las
lineas envolventes.

Figura 32

Supongamos el tridngulo ABC, siendo ¢ y B, infinitamente pequefios de primer orden; si
desde A se traza la perpendicular Al a CB, y con el radio BA, el arco AB' de circunferencia,
segun la Geometria, se tiene:

AC =cot B Al =csenB Cl =csenBtgB,

2csen? B

_ __C _~_ 2: '
CB-AB cos B ¢ cosB CB
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de donde resulta que AC y Al son infinitamente pequefios de segundo orden, resolviéndose
IC y CB'en otros de tercero.

Asi, pues, si no se atiende mas que a los infinitamente pequefios de primer orden, podra
suponerse que el punto A coincida con C, y ademas AB = CB.

Sin duda que estas ligeras consideraciones que acabamos de apuntar acerca de la
Geometria infinitesimal seran suficientes para emprender luego, con buena base, el estudio
de las lineas envolventes, como representacion grafica de las integrales singulares.

ELIMINACION DE CONSTANTES Y DE FUNCIONES ARBITRARIAS

La eliminacion de constantes se relaciona directamente con el procedimiento que sirve
para deducir de la integral, su ecuacion diferencial; empero, para nosotros, tiene méas
alcance este punto; como quiera que el método especial que expondremos para obtener
cierta clase de integrales singulares, se funda en dar a la ecuacion diferencial toda la
generalizacion posible, considerandola como si se tratara de una nueva integral, al objeto
de deducir de ella una segunda ecuacion diferencial que podrd o no identificarse con la
primera, segun los casos, pero que con seguridad podremos afirmar que la integral singular
que se encuentre lo sera siempre de la Gltima ecuacion diferencial hallada.

Esta idea que adelantamos sobre nuestro método, indica la necesidad que hay de tratar,
aungue no se mas que de un modo breve, la teoria de la eliminacion de constantes antes de
llegar a la parte principal de esta Memoria.

Cuando en una funcién, ademas de las variables, entran diferentes constantes arbitrarias, se
puede deducir una ecuacion diferencial a la cual satisfagan las variables con independencia
de las constantes.

En efecto, sea
f(x,y,c)=0, (@

representando ¢ una constante arbitraria.

Al tomar la diferencial de esta funcion resulta:
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Si eliminamos ahora c entre (1) y (2), se obtiene una ecuacion diferencial de primer orden,
sin constante alguna, teniendo dicha ecuacion diferencial por integral a (1).

Si hubiese muchas constantes, tendriamos que diferenciar o derivar la funcion primitiva
tantas veces como constantes hubiera, al objeto de alcanzar la eliminacion completa de
todas éstas; de suerte, que si n, fuese su nimero, la ecuacion resultante de la eliminacion de
todas las constantes, seria una ecuacion diferencial del orden n.

Por dltimo, consideremos una funcion en que el numero de variables independientes
supere al de constantes. Sea, por ejemplo,

f(x,y,---z,a,b)=0 3

Al derivar, se obtiene:
of of oz

xtaox 0

Empero, como en la funcién dada, solo hay dos constantes, bastard considerar dos
ecuaciones cualesquiera de (4), junto con (3), para alcanzar la eliminacion de todas las
constantes; de ahi se infiere una cierta indeterminacion, pues si z depende de n variables,
podréan obtenerse tantas ecuaciones entre derivadas parciales como combinaciones quepan
hacer con n, elementos tomados de dos en dos, esto es:

n(n-1)

1.2
Asi podriamos extender las consideraciones anteriores para el caso de que aumentaran las
constantes arbitrarias, siendo siempre su numero inferior al de variables independientes.
ELIMINACION DE FUNCIONES ARBITRARIAS

La eliminacion de funciones arbitrarias guarda intima relacion con la eliminacion de
constantes.

Luego, para proceder a la eliminacion de dichas funciones arbitrarias, bastara derivar
sucesivamente, a fin de poder alcanzar una ecuacién entre derivadas parciales,
independiente de toda funcion arbitraria, asi como de sus derivadas.
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A este fin, si se considera la funcion
®  flxy.ze0)=0

siendo ¢ la funcion arbitraria y 6 una funcidn, en general, dependiente de todas las
variables, al derivar, se tiene

of ofor,  of 0¢(0)(06 06a
@ X*amx e 00 |ox e ox

0

3) of ofor, of 6@(9)(@ @QJ

oy "z oy T 06 |oy ey
Entre (1), (2) y (3), se puede eliminar

0(0) y 999

con lo cual resultard una ecuacién, tal como

07 07 | _
F[x, y,z,&,@j—o

independiente de la funcion arbitraria y de su derivada.

Asi, generalizando el problema, facilmente se comprende que si la funcion primitiva
contuviera n funciones arbitrarias, teniendo la forma

f(xY.2,0,(0)02(02) - 9n(6,))=0

el nimero de derivaciones que deberian obtenerse para alcanzar la eliminacién completa
de las n funciones arbitrarias, junto con sus derivadas, vendria expresado por la formula
siguiente:

m>2n-2
siendo m el nimero de derivaciones.

10



Lauro Clariana Ricart Estudio completo de una clase especial de Integrales Singulares

v
TEORIA GENERAL DE LAS ENVOLVENTES

Si consideramos una curva plana f(x,y,a)=0, encerrando un parametro variable o al dar

valores particulares infinitamente proximos a o, se obtendré una serie de lineas que se iran
cortando sucesivamente, dando lugar, al unir respectivamente los puntos de interseccion, a
una nueva linea llamada envolvente de todas las anteriores, tomando luego el nombre de
involutas cada una de las primeras que han dado lugar a esta ultima.

Segun esta definicion, cabe expresar analiticamente dicha envolvente.

En efecto, sea f(x,y,co)=0 la expresion de una de las lineas involutas por el valor
particular del pardmetro c, : al incrementar este parametro, tendremos:

f (x, Y,Co + Aco)z 0
esta funcion representa otra linea proxima a la primera.

Si formamos, pues, un sistema con las dos funciones halladas, éste expresara el punto de
interseccion, en general, de las dos lineas representantes de la dos funciones anteriores. Si
de nuevo incrementamos la Gltima constante c, + Ac,, pasaremos de la segunda linea a la

tercera, determinando otro punto de interseccién, asi siguiendo.

Asi, pues, al generalizar las funciones anteriores, considerando a ¢, como una variable

indeterminada expresada por c, y pasando luego a lo infinitésimo, dara lugar a la serie de
sistemas siguientes:

f(x,y,c):O f(x, y,c)=0

v
f(x,y,c+Ac):O f(x,y,c+Ac)—f(x,y,c):O
f(x,y,c):O f(x,y,c)zo f(x,y,c):O
Acf(x,y,c):O M:o f'c(x,y,c):O

AcC

11
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Este ltimo sistema es el que se refiere a la ecuacion de la envolvente; de modo, que esto
nos dice que debe hallarse la derivada de la funcidn respecto a c, igualando el resultado a
cero, para deducir de esta ultima igualdad el valor de c, que, en general, sera una funcion
en x é y tal como c=o(x,y); valor que, sustituido en f(x,y,c)=0, transformara esta

funcion en la siguiente: f|x,y,o(x,y)|=0, siendo ésta la que corresponde, por fin, a la
envolvente.

Por consideraciones, tanto geométricas como analiticas, se prueba que la tangente en un
punto de la envolvente corresponde con la de la involuta que pasa por dicho punto.

Segln la construccion geométrica, si c,,c;,c, son tres posiciones consecutivas de la
involuta, los puntos o,0, son de la envolvente, correspondiendo dicho elemento de curva
con el de la involuta c,, de donde resulta que la tangente en dicho elemento, es comun a la
involuta y a la envolvente.

Figura. 42

Si por otra parte nos refiriéramos a la parte analitica, tendriamos para la tangente a la
involuta, la ecuacion diferencial

afafdyo

2y x @

Ahora bien, para la envolvente
f [x, y,(p(x, y)J: 0
la expresion de la tangente seria

6f 8f dy of (p dpdy|_
8y ax " ENG 8y dx
empero como se tiene
of
0

of
a9  oc 0
en definitiva, se deduce

af of dy

— + ———=0

ay dx

12
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resultado exactamente igual a (1), lo cual nos manifiesta que la tangente a la involutay a la
envolvente en el punto considerado, es la misma.

A este punto interesa dar a conocer las relaciones intimas que existen entre las teorias de la
eliminacion de constantes y la de las lineas envolventes.

Para ello, supongamos la funcion
f(x, y,oc): 0 @
en el concepto de que x, y, o sean variables.

Al diferenciar, se tiene
of of of

&dX'ﬁ‘Wdy‘F%da:O

Si se considera el Gltimo término nulo, se obtiene

of of
adx+§dy=0 (2)

Asi, pues, al eliminar o entre (1) y (2), se obtiene una ecuacion diferencial,

independiente de a, la cual debe quedar satisfecha por todas las curvas de la serie, en el

supuesto de que el Unico término nulo proceda de da=0, siendo este resultado el que

corresponde a la eliminacion de la constante.

Empero, si el término nulo procede de

entonces, al eliminar o entre (1) y (3), se obtiene, por ejemplo, F(x, y)=0, dando origen

esta expresion a la envolvente, la cual goza de la propiedad de satisfacer también a la
ecuacion diferencial anterior. En efecto, al diferenciar la funcion f(x,y,a)=0, resulta:

%dx+%dy+§f—ada=0
empero, como por hipdtesis se tiene
-0
se deduce
%dx + %dy =0

13
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Asi, el sistema
of
f(x,y,0)=0, =0

queda sustituido por el siguiente:

f(x,y,a):O, %dx+%dy:0

el cual no es mas que el primitivo (1) y (2), debiendo producir, por consiguiente, la misma
ecuacion diferencial después de eliminar o

Sin embargo, aunque en ambos casos la ecuacion diferencial es la misma, en el primero, la

Lody .. . :
expresion d—i indica que la tangente se refiere a la involuta; y en el segundo, a la

envolvente.

Para apreciar debidamente la importancia de la teoria respecto a las lineas envolventes,
pondremos algunos ejemplos:

1°.- Sea la ecuacion primitiva
f(x,y,oa)=y+ax+oc2=0 @
luego al considerar

df

GG =Xt20=0 ()

y al eliminar o entre (1) y (2), se obtiene

X2 -4y =0

De este resultado se infiere que la envolvente de las diferentes rectas expresadas por (1) es
una parabola que tiene su vértice en el origen, y cuyo eje coincide con el de .

2°.- La importancia de esta teoria sube de punto cuando aumenta el nimero de parametros
en la funcidén primitiva, y para demostrarlo supondremos el ejemplo siguiente:

(3) f(x,y,a,c):o
4 (p(oc, C)= 0
En este caso, para hallar la envolvente pueden seguirse dos procedimientos distintos:

a) Eliminar uno de los dos parametros, a fin de que el problema quede reducido al anterior.
b) Diferenciar las dos funciones anteriores, considerando, por ejemplo, ¢ funcion de a.

14
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Segun este segundo procedimiento, se tiene

of of
ada+§d0—0

0@y 00 . _
6ada+acdc_0

de cuyo sistema se deduce facilmente la Jacobiana

o af
0 oc
® | -0
99 0¢
oo Oa

Asi, pues, al eliminar o y ¢ entre (3),(4) y (5), se obtiene una sola ecuacién en x é y, que
representara la envolvente.

0 o Vi L od
Figura. 5

Apliquemos estas consideraciones al caso siguiente

Sea una recta AB de longitud constante |, moviéndose sus extremos sobre los ejes
coordenados. Segun la Geometria analitica, tendremos:

X ¥Y_ 2 .p2_12
oc+[3 1 (A) o +p =1 (B)
La Jacobiana (5), se reduce a
XY
o? p? =0, osea B—)z(za—g
a” B
20, 2P

15
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de donde

luego, en virtud de (B), se tiene

1 1
2 2)2 2 2)2
x3 +y3 x3 +y3

Por fin, al sustituir estos valores en (A), se encuentra

w(N
w(N

Il
w|n

+y
siendo esta ecuacion la de la envolvente.

Conforme advierten algunos autores, para que haya envolvente es preciso que dos curvas
consecutivas se encuentren, de modo que hay que considerar a lo menos dos valores para o
en la funcion

f (x, Y, a): 0
Mas suponiendo dos involutas infinitamente proximas, siendo la ecuacion en o de segundo
grado, deben considerarse iguales las raices de la misma para que resulte un elemento
comun con la envolvente.

Si aplicamos estas consideraciones al ejemplo primero

y+0cX+oc2=0

—X+4x% —4y

2

se obtiene
o=
de donde, para que las raices sean iguales, debe suponerse,
X2 —4y=0

Resultando asi inmediatamente la misma ecuacion de la parabola hallada anteriormente.
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Hay que advertir, sin embargo, que las condiciones que hemos

oy indicado para la determinacion de la envolvente pueden considerarse
necesarias, pero no suficientes, como vamos a probar mediante los
oo principios analiticos y geométricos dentro de lo infinitésimo,
6 expuestos ya anteriormente.
Co © Fijémonos ante todo en los dos conceptos en que se puede considerar
Figura.6? la envolvente de varias lineas que van cortandose sucesivamente.

Sean las lineas G, G; G, como involutas infinitamente proximas dos a dos. Segun lo que
precede, el elemento a,co.,, 10 mismo puede considerarse de la curva involuta G, como de

la envolvente, empero para demostrar mejor ciertas anomalias, aunque aparentes, que se
operan en el estudio de la envolvente, entendemos que seria Util considerar la formacion de
ésta, tal como indica la segunda figura adjunta, esto es, considerando el elemento envolvente
expresado por la recta nm, o sea por la porcion de tangente comun a las dos involutas G, G,

infinitamente proximas; esto equivaldria a suponer que el punto o, se trasladard a o'y, por
medio de una perpendicular trazada desde o, & nm, y en el concepto de que los dos
elementos de curvas involutas no, Yy moa, Se sustituyeran por na'y Yy ma',
respectivamente, todo lo cual serd posible cuando aga'y, Se resuelva en un infinitamente
pequefio a lo menos, de segundo orden, siendo na', y ma'y, Yy los &ngulos ogna'y Y
agma'y infinitamente pequefios de primero, conforme se demostrd ya al estudiar un
triangulo infinitesimal bajo las mismas condiciones.

Figura. 72

Esta conclusion equivale a considerar los elementos de las involutas consecutivas,
coincidentes con el correspondiente de la envolvente; y por ende, que las dos raices o del
caso ultimo estudiado, siendo iguales tengan una tangente comun para las dos involutas
consecutivas en el punto considerado.

Sin embargo, no siempre que se tenga una linea como resultado de la unién de puntos
comunes de involutas, que tengan dos a dos tangentes comunes, se podra afirmar que sea
una envolvente de ellas, pues si al formar el tridngulo noym no resulta o 0’y de un orden
superior a los lados na, Y may, no podra considerarse dicha linea como envolvente de las
involutas dadas.

17
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Para formarse cargo de esta conclusion, sera suficiente atender al ejemplo siguiente. Sea la
ecuacion de la circunferencia:

f(xy,a)=(x—af +y2-r2=0 ()

Siguiendo el procedimiento general para hallar la envolvente de las diferentes
circunferencias que resultan al variar el pardmetro o, teniendo todas el mismo radio y los
centros en diferentes puntos del eje x, resulta:

of

azx—azo

de donde, al sustituir este valor en (1), se obtiene: y> —r>=0 (a)

Figura. 82

Esta es la ecuacion de la envolvente, resolviéndose en dos rectas paralelas al eje x, y a las
distancias r y -r del origen. Mas si nos fijamos en la disposicion de la segunda figura
adjunta, cabe considerar también el eje x, 0 sea y = 0, como una linea que une puntos
comunes de dos en dos las involutas, que tienen tangentes comunes, y a pesar de ello no se
puede considerar envolvente, ni que un punto de ella, tal como C,, vaya a coincidir con

C'y, pues el triangulo n'Cym', no se halla, en este caso, en las mismas condiciones que el
naom de la figura anterior, no solo porque las tangentes a las involutas y a la envolvente no
pueden coincidir, sino porque la perpendicular C,C', a la tangente comdn n'm' a las dos
involutas correspondientes, resulta del mismo orden cero, que los lados n'C, y m'C,,
condicion contraria a la supuesta para puntos de la verdadera envolvente.

18
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Ademas, si pasamos a la determinacion de la ecuacion diferencial que corresponde a (1), al
derivar ésta, segun x, se tiene:
(-a)ry D=0 ()

de donde eliminado o entre (1) y (2), resulta
2
2 dy) |_.2
y lJ{de =r< (3

siendo esta la ecuacion diferencial de (1).
Ahora bien, si derivamos la ecuacion de la envolvente hallada (a), se obtiene

dy _
Y&—O

Ecuacion que queda satisfecha bajo dos conceptos diferentes, esto es,

. B . dy
siendo y=0 6 dx_o

Si sustituimos el primer valor en (3), facilmente se comprende que no satisface a dicha
ecuacion, confirmando este resultado analitico el obtenido ya por la Geometria, 0 sea, que
y = 0, no se puede considerar como envolvente de las circunferencias, por mas que satisfaga
dicho valor a la derivada de la ecuacion de la envolvente.

En cambio, el segundo valor Y _ o, sustituido en (3) da y? =r2.

dx

expresion que corresponde con la misma ecuacion de la verdadera envolvente hallada.
Si se tratara, por ultimo, de la envolvente de una serie de superficies dadas por la funcion
F (x, Y, Z,oc)z 0

siendo o un pardmetro variable, para determinar dicha envolvente podria seguirse un
procedimiento completamente andlogo al anterior. Asi, pues, si consideramos el sistema

F(x,y,z,a+Aa):0, F(x,y,z,a)zo
representante de la linea de interseccion de las dos superficies, correspondientes a cada una

de las funciones anteriores, al pasar a lo infinitésimo, la linea que resulta toma el nombre de
caracteristica, siendo ésta una de las generatrices de la superficies envolvente.
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Para la determinacion de la ecuacion de esta superficie transformaremos, pues, el sistema
anterior del modo que a continuacion se indica:

F (x, y,Z, o+ Aoc)— F (x, Y, Z,oc)

Aa, =0

F (x, y,z,cx)zO
el cual, pasando a lo infinitésimo, da:

oF _

@ F(x,y,z,a)zo
Luego al despejar o de (2), se obtiene

o= f(x,y,z)

y, por fin, eliminando o entre (1) y (2), resulta:

F [x, Y, Z, f(x, Y, z)J:O (3)

Esta es la ecuacion de la superficie envolvente de toda la serie de superficies dadas por la
funcion (1).

La superficie envolvente es tangente a la superficie involuta que corresponde al punto de la
caracteristica que se considera.

Para demostrarlo, es suficiente tomar, respectivamente, las derivadas de (1) y (3), de donde
resulta:

oF , OF &z _
OX 07 OX
(4)
oF , OF 07 _
oy Ty ?

OF oF oz oF(of of oz
§+§&+E(&+§&j‘

®)

0

oF  oF oz 6F(5f of 82]

oy Ty ot \oy oy
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Pero (4) y (5) se corresponden por ser

oF _oF _
ﬁ_ﬁa_o (6)

Luego el plano tangente en un punto de la caracteristica respecto a una involuta es el mismo
que el que corresponde a la superficie envolvente en dicho punto.

De lo que precede se deduce, como consecuencia importante, que si se elimina a entre (1) y
(4), se obtiene una-ecuacién diferencial referente a una cualquiera de la serie de superficies
involutas, la cual conviene también con la de la superficie envolvente, puesto que las
ecuaciones (5), se reducen a (4), en virtud de (6).

Asi, pues, el sistema (1) y (5), que corresponde a la superficie envolvente, queda reducido al
mismo anterior (1) y (4), debiendo resultar la misma ecuacion diferencial en ambos casos.

En las superficies envolventes pueden presentarse las mismas consideraciones que en las
envolventes de lineas planas estudiadas, para lo cual bastara cortar debidamente por un
plano las dos superficies involutas consecutivas, junto con la envolvente, para que se origine
un triangulo mixtilineo, de cuyo estudio, dentro de lo infinitésimo, se puede deducir si la
superficie que se considera es 0 no una envolvente de las superficies involutas dadas.
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\Y

GENERALIDADES ACERCA DE LA INTEGRAL DE UNA ECUACION
DIFERENCIAL DE PRIMER ORDEN

Antes de terminar la primera parte, consideramos util indicar los diferentes casos que
pueden ocurrir al hallar la integral general de una ecuacion diferencial de primer orden,
conforme indican algunos autores, recabando asi el origen de las integrales singulares en
las célebres formulas de Clairaut y Lagrange, todo lo cual nos servira de base para entrar
inmediatamente en la segunda parte, que tendra por principal objeto desarrollar un método
para deducir cierta clase de integrales singulares, que es el fin que perseguimos desde el
principio de esta Memoria.

Comenzaremos por algunos casos particulares.
1° Supongamos que la ecuacion diferencial sea:

F (x, y'): 0
si la podemos resolver segln x, tendremos

x=o0ly) ©
de donde
dx=g'(y)dy (2)
Ademas, se sabe que
dy=y'dx (3)
Luego, entre (2) y (3), se tiene

dy=y'e'(y)dy (4)

Ahora bien, de (4), al integrar, resulta:
y= I ye(y)dy+G (5)

Luego, eliminando y' entre (1) y (5), se tendra la integral de (1), expresada segun una
funcion tal como la siguiente:
f(x,y,G)=0
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Ejemplo: sea integrar la ecuacion:

3
dy ) . 9y o2
[&j 4xy OIX+8y =0

que se puede expresar por
y3—axyy+8y2 =0 (1)
Al despejar x, resulta:

13 2 2
. y +8?/ :y_+ﬂ
4yy' 4y y
Diferenciando
1 1 I2 1 1
dxz%Zyy dy;y dy Yy dyl—zydy

y y

Despues de reducir, escribiendo % en vez de dx, se deduce:

I2 |3
1Y gy 1Y 2 Yy
dy_2 ydy 4y2dy+2dy 2y,dy
0 sea
dy ,dy 1y

dy ,dy
5
y y y2 LY y

ecuacion que cabe escribir bajo la forma siguiente:

Esta igualdad queda satisfecha, siendo

AP

y y

Luego, al integrarla, suponiendo que la constante se exprese por l.4c, se obtiene

y'=+/4cy

Por fin, eliminando y' entre esta ecuacion ultimay (1), resulta:

\/47:)/4y(c - x): -8y?
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de donde elevando al cuadrado, se halla definitivamente como integral general de (1);

y= c(c - x)2
2° Si la ecuacidn diferencial contiene solo y € y', entonces la forma seré:
Fly.y)=0 @©

Al resolver esta ecuacion segun y, se tiene

y=o(y)
de donde
dy =¢'(y')dy
empero, Como
dy = y'dx
resulta
o'\Y) L
dx = v dy
integrando

X= —d(P)(/y) y+c (2)
Luego al eliminar y' entre (1) y (2), se halla una funcién, tal como f(x, y,c)= 0, que sera la
integral de (1).

Sin embargo, en ciertos casos sera mejor resolver la funcion F(y,y") = 0, segin y',
resultando en su virtud:

y'=o(y)
de donde:
dy
—_=d
o(y)
de modo que si es facil hallar la integral
dy
o(y)

se tendra inmediatamente la integral general, expresada por una funcion:

f(x, y,c):O
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El siguiente ejemplo pondrd de manifiesto la ventaja que presenta este segundo
procedimiento sobre el primero.

Sea hallar la ecuacion de la curva cuya normal, en un punto cualquiera de la misma, es una
cantidad constante. Segin Geometria Analitica, se tiene:

yyl+y?=a (1)
siendo a la cantidad constante.

El primer procedimiento da:

y =
V1+y?
de donde
_a Vdy
1+y?
1+y'
0 sea
dx= 24

Para integrar esta ecuacion facilmente, basta suponer

y'=19¢
Asi, pues, se tiene

de donde

x:—asencp+G=—atg—(p+G=i+G (2)

\/1+tg2 [0) V1+ y‘2

Eliminando y" entre (1) y (2), resulta por altimo

ecuaci6n que se resuelve en la del circulo: (x—G)? +y? =a?
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Ahora bien, si hubiésemos aplicado el segundo procedimiento, tendriamos inmediatamente

y="y
de donde
dx= oy
e integrando

x=—/a?-y? +G
ecuacion que se reduce a
(x-G)?+y?=a?

correspondiendo este resultado con el anterior
3° Finalmente, si la ecuacion diferencial es de la forma:

F(x, Y, y'): 0 (a)

se podra resolver segln x 6 y, obteniéndose en uno u otro caso, las funciones siguientes:
® x=olyy) 6 y=vlxy)

Si diferenciamos (1), escribiendo % en vez de dx, al integrar resultara una ecuacion de la

forma
rc(y, y‘,G):O

la cual, combinandose con (a) al eliminar y', dara la integral general.

Si hubiésemos partido de (2), al diferenciar, escribiendo en vez de dy, la expresién y'dx,
después de integrar, resultaria una funcion de la forma:

n(x, y',G)=O

de suerte que al eliminar y' entre esta ecuacion y (2), se obtendria también la integral
general de la ecuacién diferencial (a), lo mismo que en el caso anterior.

Notables son las ecuaciones diferenciales debidas a Clairaut y Lagrange, las cuales se

hallan comprendidas en este tercer caso, iniciandose ya en la de Clairaut el origen de las
integrales singulares, siendo dicha ecuacion diferencial:
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y=xy'+f (y)
Al diferenciar esta ecuacién como en los casos anteriores, se obtiene

y'dx=xdy'+y'dx+ f '(y‘)dy'
de donde
[x+ f(y)]dy'=0

Esta igualdad queda satisfecha haciendo dy'= 0, o también, x+ f'(y')=0.

La primera condicién supone y'=c, en cuyo caso, al eliminar y' entre esta ecuacion y la

primitiva, se obtiene:
y=cx+ f(c)

De este resultado, se deduce la regla siguiente:

Para hallar la integral general correspondiente a la ecuacién diferencial de Clairaut,
basta cambiar y' en una constante.

Ahora bien, si nos fijamos en la segunda condicion
x+ f'(y)=0

al eliminar y' entre esta ecuacion y la primitiva, resulta una funcion en x é y, sin constante,
cuya funcién no se puede deducir de la integral general por valor particular alguno de c, y
en este concepto la funcion hallada toma el nombre de integral singular respecto a la
ecuacion diferencial dada.

Concretemos el caso. Sea, por ejemplo, la ecuacion correspondiente a la tangente en la

circunferencia de radio r:
ydx — xdy = r/dx? + dy?

. . d
cuya férmula se reduce a la de Clairaut, al suponer d—i = p, como es costumbre, resultando

y=px+ryl+p? (O

Diferenciando, se tiene
rpdp

V1+ p?

dy = pdx = pdx+ xdp +
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de donde

Si se supone dp =0, resulta p = c, y, por consiguiente, se tiene

y=cx rvlsc? (2)

Ecuacion de la integral general, la cual corresponde con una tangente particular cualquiera
de la circunferencia, resultando asi integrales particulares de la integral general, segin sean
los valores atribuidos a la constante c.

Empero, si
x+—P_ _g
y1+ p2
se deduce
pzi—x J1+ p? =Pz r
/rz _x2 X r2 _y2

Al sustituir estos valores en (1), se obtiene

2 2
=FVr2 - x?

y=t——2X__ 5T
\/rz—x2 \/rz—x2

0 sea

Ecuacion de la circunferencia de radio r, la cual constituye la integral singular de la
ecuacion (1), por cuanto la satisface, sin que pueda deducirse por valor particular alguno
de c, de la integral general.

Notable es la consecuencia geométrica que inmediatamente se deduce de este resultado,
pues la integral singular no es mas que la envolvente de las diferentes rectas tangentes a la
circunferencia, o bajo otros términos: dicha integral es la envolvente de las diferentes
integrales particulares que se deducen de la integral general al atribuir a la constante
diferentes valores particulares, representando dichas integrales particulares las involutas
cuya envolvente es la integral singular, todo lo cual esta conforme con lo que se explicé ya
referente a la teoria de involutas y envolventes, pues bastaria derivar la ecuacion (2) segun
¢, igualando el resultado a cero, para que después de la eliminacion de c, entre las dos
ecuaciones anteriores, resultara la misma integral singular correspondiente a la envolvente.
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Si pasamos ahora al estudio de la ecuacion de Lagrange, como una extension de la de
Clairaut, se tiene
y=xo(p)+ f(p)
Al diferenciar resulta:
dy = pdx=¢(p)dx+x¢'(p)dp+ f'(p)dp
de donde
dx o' ,___ f'(p)

dp e(p)-p @(p)-p

Segun principios de Célculo integral, se tiene:

_9(p) , ¢'(p)
x——g 9(p)p" Wfp(_)pej“p(p) % dp+G| (A)

Al eliminar p entre esta ecuacion y la dada, resulta una funcion en x € y, que serd la integral
de dicha ecuacion primitiva.

Para aclarar ideas, supongamos los ejemplos siguientes:

1° Sea la ecuacion diferencial:

x+yy'=y? (1)
Al diferenciar resulta:
dx + ydy'+y'dy =2y'dy'
de donde

|2
dx + % dy'+y2 dx = 2y'dy’

Luego la ecuacion de Lagrange, toma en este caso la forma siguiente:

o x _ Y
Wy 1+y?

Para integrar esta ecuacion, al compararla con la férmula (A), y al considerar y'=tge, se

tiene:
dy' cos@doe y'
= =lsenp =1
.[ Viry?) j sene Jiey?

Asi, pues, la férmula (A), se transforma en:
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LY Y
2 w2 vy
x=g VHY je Y xﬂ+61

1+ y'2

de donde

__ N G

y segun las funciones hiperbdlicas

ﬁue[yﬂ} )

Eliminando, por fin, y' entre (1) y (2), se deduce la integral general.

Segln lo que precede, se comprende que asi como hemos hallado x en funcion de y',
también podriamos suponer y en funcion de y', procediendo luego a la eliminacion de esta
derivada para alcanzar la integral general, como antes.

En efecto, al tomar otra vez la ecuacién diferencial

x+yy'=y? (1)
y diferenciarla, resulta
dx + ydy'+y'dy = 2y'dy'

y en el concepto de que dx = % se tiene:

% +ydy'+y'dy =2y'dy’

de donde

2

dy w2y

dy " 14y?  14y?

Al aplicar a esta ecuacion diferencial, la formula (A), para su integracién, se obtiene
inmediatamente
Yy
2 2 2y
1+y eI 1+y y dy'+G

y=¢
1+ y'2

de donde:
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1 2y

) Jiey? | ) e y?

Para determinar esta Gltima integral, se puede seguir el método que a continuacion se
expresa

B P el IR v .ZJ’M

De donde facilmente se deduce

dy+G| (3)

2 4y
Yy y'2—l(y‘+\ll+y‘2j

1+y?

Luego, al eliminar y', entre esta Gltima ecuacion y (1), se obtendra la integral general como
en el caso anterior.

Cuando la ecuacion diferencial es homogénea respecto a x € y, puede seguirse un
procedimiento particular, aparte de los explicados ya.

Sea, por ejemplo, la ecuacién diferencial:
X+ 2yy'+xy? =0

Conforme a lo que precede, si se pretende resolver x, en funcion de y', el calculo es el
siguiente:

de donde

Después de estas sencillas operaciones, resulta

2 2
y Jfldx:y J;lxdy'
2y 2y'

0 Sea

dx _dy'
X oy
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Al integrar se tiene: x=Gy'. Y por fin, al eliminar y', entre esta ecuacion y la dada, se
deduce la siguiente integral general:

G2+2Gy—x?=0

El procedimiento especial que en este caso podria seguirse, por ser homogénea la ecuacion
diferencial respecto a x € y, es como sigue:

Supongase y = zx; después de la sustitucion en la ecuacion diferencial dada, se obtiene:

y'2-2z7y'-1=0

y'=z+Vz? +1
x9Z 7y 2241

dx

de donde

Por otra parte, tenemos:

luego
dx _ dz

x Vi+ 72

De cuya igualdad, se deduce la integral

Ix=1 Gl{z +V1+ 22} @

Por fin, como tenemos z = % al sustituir este valor en la formula anterior (1), después de

sencillas simplificaciones se obtiene:
X2 —2G,y =G?

Ecuacion igual a la que habiamos hallado por el primer procedimiento, y que representa la
integral general de la ecuacion diferencial dada.
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SEGUNDA PARTE

Integrales Singulares deducidas de la Integral General o de la Ecuacion Diferencial
F(x,y,y") =0, segun los procedimientos ordinarios.

Esta segunda parte, como la mas interesante, tiene por objeto el estudio de las integrales
singulares en los diferentes conceptos que cabe deducirlas, y a este fin hemos considerado
gue no estaria fuera de lugar empezar a obtenerlas de la integral general.

La ecuacion diferencial de Clairaut, dio, como ya se ha visto, origen a esta clase de
integrales especiales, que tienen la condicion de satisfacer a la ecuacion diferencial, sin que
puedan deducirse de la integral general por ningun valor particular atribuido a la constante.

Hay que advertir, sin embargo, que los procedimientos analiticos que se conocen para
determinarlas, pueden conducirnos en ciertos casos, a integrales particulares, asi como en
otros, adquirir el doble caracter de singular y particular.

Ademas, segun indica Boole, es posible que la integral singular pueda presentarse bajo tres
aspectos diferentes, esto es:

1) Cuando la constante G, recibe un nimero infinito de valores dependientes de x, segun
una cierta ley.

2) Cuando G, toma un determinado nimero de valores, dependientes aun de X, y también
segun una cierta ley.

3) Cuando G recibe un nimero determinado de valores, independientes completamente
de x.

Después de estos preliminares, precisa pasar inmediatamente a la determinacion de las
diferentes formulas que, segun los procedimientos ordinarios, nos pueden conducir a la
determinacion de las integrales singulares.

Sabido es, que dada la funcion finita como integral, se obtiene la ecuacién diferencial que
le corresponde, derivando la funcién integral, segun x, y eliminando luego la constante.

Empero las integrales singulares corresponden a la envolvente de las diferentes
involutas representadas por las integrales particulares que se deducen de la integral
general; de suerte, que el estudio de las integrales singulares, nos pone en relacion de
todo lo que se consigna también en la primera parte de esta Memoria, haciéndose a este
punto indispensables las consideraciones analiticas y geométricas contenidas en la
misma, al objeto de explicarnos ciertas anomalias aparentes que presentan dichas
integrales singulares.
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Supongamos que:
f(x,y,G)=0 (1)

sea la integral general de una ecuacion diferencial de primer orden y de un grado
cualquiera, tal como:

F(xy.y')=0 (2)

La integral singular de (2) podemos suponer que sea ¢(x,y)=0 la cual debe satisfacer a

(2); sin que sea posible deducirla de (1), por ningln valor particular atribuido a la
constante G.

Ahora bien, si suponemos que G sea funcion, en general, de x é y, cabe admitir:
f(x,y,G)=0(x,y); de modo que al deducir de esta igualdad la expresién de G,

sustituyendo luego su valor en f, debe dar por resultado una identidad.

Esta generalizacion, atribuida a la integral general, nos permite extender el circulo de
accion, pasando mas alla de lo que pueden dar las integrales particulares, entrando ya en el
terreno de la teoria de las involutas y envolventes, y por ende al estudio de las integrales
singulares.

Comencemos suponiendo que la constante dependa solo de una de las variables, y en este
concepto podremos sentar los principios siguientes:

Cuando G es funcion solo de x, la integral singular contiene a entrambas variables, o en el
caso de contener una sola, ésta seray.

En efecto, suponiendo conocida la integral general, asi como la singular, si se quiere
expresar G en funcion de una de las dos variables, es preciso eliminar la otra, entre las dos
ecuaciones anteriores; de modo que si G es funcion de x, precisa eliminar la y, lo cual
obliga que ésta conste en la integral singular.

De un modo anélogo puede demostrarse que si G es funcion de vy, la integral singular debe
contener X, ya sola o junto con'y.

Después de lo que precede, supongamos ahora que la integral general (1), se resuelva
segun y; asi tendremos:

y= Tt(X,G)
Si se considera G constante, la derivada de esta ecuacion sera:

y'= Dxn(X,G)

Eliminando G entre estas dos ecuaciones, se obtendrd la ecuacion diferencial
correspondiente (2).
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Empero, si suponemos que G dependa de x, se tiene
y'=Dy7 (X,G)+ Dgn(X,G)Dyc

y para que esta igualdad corresponda con la anterior, es preciso que D.m(x,c)D,c=0;
igualdad que queda satisfecha siendo

D,G =0, otambién Dgm(x,G)=0
La primera condicion da G = constante, origindndose una integral particular.

La segunda condicién,

DGn(x,G)=(f—(y3 =0 (3)

da lugar a la integral singular.

Segun se desprende de (3), el resultado se convierte en una funcion de la forma
v(x,G)=0, y los diferentes valores de G, que pueden obtenerse de esta funcién, son los

que procuran las diferentes integrales singulares, en general, pertenecientes a la ecuacion
diferencial anterior; empero, si alguno de los valores que se obtiene para G fuese
constante, o, aun dependiendo de x, fuese tal que sustituido en la integral general se
pudiera obtener de esta, por algin valor particular de G, la solucion obtenida no seria
singular, sino particular.

Consideremos, por ejemplo, la misma ecuacion diferencial estudiada ya en la primera
parte. Sea:

y3—4xyy'+8y2 =0
cuya integral general, es
y=G(x-G)J* (b)

Al derivar esta igualdad, segun G, y aplicando los principios anteriores, se tiene
Dcy =(x-G)(x-3G)=0=y(x,G)

Los valores de G, que satisfacen a esta igualdad, son:

Facilmente se concibe que el primer valor no corresponde a la integral singular, puesto que
sustituido en la integral general (b), queda ésta satisfecha igualmente que si
consideraramos para la constante G el valor particular G = 0.
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En cambio, al sustituir en (b) el segundo valor G :%x, se obtiene
27y =4x> (d)

y como este valor no se puede deducir de (b) por ningun valor particular atribuido a la
constante G, satisfaciendo, no obstante, dicha ecuacion (d) a la ecuacion diferencial, resulta
que esta solucion debe considerarse como una integral singular.

Notable es la interpretacion geométrica que permite este problema, respecto a la primera
solucion G = x.

En efecto, las integrales particulares que resultan de la integral general, representan
pardbolas tangentes al eje x, siendo todos los ejes de las parabolas paralelos al eje y, pero
con la particularidad notable de que a medida que el vértice de dichas parabolas se acerca
al origen de coordenadas, tienden éstas a convertirse en rectas; el eje x adquiere el doble
caracter de integral particular y singular; con todo, a este resultado, solo se le concede
carécter de integral particular, por ser consecuencia directa de la integral general por un
valor particular atribuido a la constante.

Demos un segundo ejemplo que consideramos notable por la interpretacién geométrica
sencilla a que puede sujetarse la integral singular, problema que ya hemos estudiado
anteriormente, bien que bajo otro punto de vista.

Sea la ecuacion de la circunferencia
(x-GF+y?=r* (0

Esta ecuacion tiene por ecuacion diferencial

@]

De laigualdad (1), se deduce

Luego la férmula general

aplicada a este caso particular, da
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de donde: x = G.
Al sustituir este valor en (1), se tiene la integral singular: y? —r?=0.

Este resultado corresponde con el de la envolvente que ya encontramos referente a las
involutas expresadas por la ecuacion (1), en virtud de la variabilidad del pardmetro G. De
suerte, que esto nos dice que la integral singular hallada, expresa geométricamente la
envolvente de las diferentes circunferencias expresadas por la ecuacion (1) al dar a G
diferentes valores particulares.

Volviendo a la ecuacién primitiva:
f(x,y,G)=0

si la resolviéramos, ahora, segin X, podriamos hacer analogas consideraciones a las
anteriores, al objeto de alcanzar la ecuacién

DcXZ_:\V(y:G):O

cuyas consecuencias serian completamente analogas a las del caso anterior.
Consideremos, por fin, la integral general: f(x,y,G)=0 (1), sin resolver.
Al tomar la derivada, resulta:
% + %% =0 (2)
Luego, al eliminar la constante G entre (1) y (2), se obtiene la ecuacion diferencial
F(xy,y)=0
Ahora bien, si consideramos G, con toda generalidad, al derivar la ecuacion (1), se tiene:

of of 8G_0 o of 0G

X 9G ox EYAIO
de donde
of of
x _ 0G & oG
oG o oG of
X oy
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Y como para la determinacion de la integral singular, segiin hemos visto, debe verificarse

naturalmente se deduce, de las igualdades anteriores, las condiciones para determinar
dichas integrales singulares, para cuando la funcion sea implicita, siendo éstas las que a
continuacion se expresan
of
—=0, (m
=0 (m)
o también, en el supuesto de que se resuelvan en la tercera categoria de cantidad, las
derivadas
of . of
=~ (n)
OX oy

Interesantes son a este punto, las observaciones siguientes:

1° Las condiciones (n) no tienen aplicacion, cuando la ecuacion f(x,y,G)=0, es racional
y entera.

. ., L, - . . . of
2° Aunque dicha ecuacion sea entera, la condicion (m), sera insuficiente, si —— se anula

dG
por algun factor de i © 5 pues en este caso la relacion definitiva i O gg Oueson

las verdaderas expresiones determinativas de la integral singular, se resuelven en la
indeterminacion, lo que precisa determinar su verdadero valor, para saber si puede
originarse o no una integral singular.

3° En general, (ff_G:O’ da G en funcion de x € y, y para asegurarse Si procura 0 no una

integral singular, basta eliminar una de las variables entre ésta y la primitiva f(x,y,G)=0,

y si el resultado de G, es una funcion de la otra variable, la solucion correspondiente serd
singular; mas si por el contrario resulta G = constante, la solucion seré particular.

4° El valor de G que transforma %, en la tercera categoria de cantidad, debe procurar lo

mismo para ﬂ
P ox’
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Notable es el ejemplo que presenta Serret, para probar que si los valores G, que se obtienen

de aaf—Gzo, anulan a % y%, los resultados que se deducen, al sustituirlos en la integral

general, pueden dejar de satisfacer a la ecuacion diferencial correspondiente, por cuyo
motivo no podran considerarse dichos resultados como integrales singulares.

En efecto, sea la ecuacion

f(x, y,G):(3xy+ 2x3 +G)2 —4(y+ x2)3 =0 ()

la integral de una cierta ecuacion diferencial, la cual para hallarla sera suficiente eliminar G
entre (1) y su derivada segun x, conforme a los calculos que a continuacién se expresan:

2(3xy+ 2x3 + G)(Bxy’+3y +6x°2 )—12(y + xz)z(y'+2x)= 0
luego
2(y + xz)z(y'+2x)
Xy'+y + 2x2

3xy+2x3 +G=

Al sustituir este valor en (1), después de simplificar, se tiene

(y +x? )(y'+2x)2 - (xy+y +2x° )2 =0
0 Sea

(y +x? )(y'+2x)2 —[x(y+2x)+y]* =0
de donde, después de sencillas reducciones, resulta:
y—2xy'-y?=0
Ahora bien, para deducir la integral singular, segun el procedimiento explicado, se tiene

aaf—G = 2(3xy+ 2x3 + G)=0

al eliminar G, entre esta ecuacion y (1), se halla —4(y+ x2)3 =0, 0sea, y=-x(a)

Mas este valor sustituido en la ecuacion diferencial, no la satisface. En efecto, puesto que
se tiene, segun (a)

dy ..
o 2X=Y

al sustituir este valor en la ecuacion diferencial, se obtiene:
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y— 2xy’—y'2 =—x% +4x% —4x% =—x?

lo cual indica que dicho valor no satisface a la ecuacion diferencial.
Esta excepcion de la regla general, se debe a que dicho valor de G, anula a las derivadas

of  of
x 7 %y

En efecto, sustituyendo valores, se tiene

% = 2(3xy+ 2x3 +G)(3y+6x2)—12(y+ x2)22x = 2[3xy +2x3 —3xy - 2x3](3y+ 6x2)—12 (— X2+ x2)22x =0

% - 2(3xy+ 2x3 +G)3x—12(y+ x2)2 - 2[3xy+ 2x3 —3xy—2x3]3x—12(— x2 + x2)2 =0

Estos resultados dan a comprender como la ecuacion hallada y = —x2, a pesar de que sea el

resultado de la aplicacion de la férmula general para la determinacion de la integral
singular, ella no satisface, sin embargo, a la ecuacién diferencial, no pudiendo
considerarse, en su virtud, dicha ecuacion como su integral singular.

Esta conclusion es de alta importancia y guarda relacion con el método especial que luego
daremos a conocer, al deducir las integrales singulares de la misma ecuacion diferencial,
pues muchos seran los casos que la derivada de la integral que se halla no correspondera
con la ecuacion diferencial dada, sino con otra intimamente relacionada con la primera.

Para terminar este nimero daremos un ejemplo que no este sujeto a las restricciones del
anterior. Sea:
X+ 2yy'—xy'? =0
La integral general de esta ecuacion diferencial, ya estudiada, es:
f(xy,G)=0=x*-2cy-G*=0 (a)
La igualdad aaf_G se reduce en este caso a

—2y-2G=0 (B)

De donde, al eliminar G, entre (o) y (B),resulta:
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Esta ecuacion constituye verdaderamente una integral singular de la ecuacion diferencial
dada, pues no puede obtenerse de la integral general por ningun valor particular atribuido a
la constante G, mientras que ella satisface a la ecuacion diferencial, pues al diferenciar (y),
se halla

y al sustituir este valor en la ecuacion diferencial, se obtiene

2
x—2y1—x55=0
y oy

de donde, segun (y), resulta la identidad 0 = 0.
[OINR O NN @ R O

Atendida la dificultad que presenta en varios casos el poder hallar la integral general de su
ecuacion diferencial, se ha procurado deducir la integral singular, de la misma ecuacién
diferencial, lo cual debe presentar grandes ventajas para los célculos, si bien en este
concepto aumentan los diferentes puntos de vista en que se pueden considerar dichas
integrales singulares.
Asi, pues, antes de llegar a exponer nuestro método especial, consideramos util, por
ultimo, decir algo respecto a lo que indican las principales obras que tratan de este punto,
fijandonos en particular en los ejemplos que presenta Rubini, los cuales nos han servido
mas 0 menos de norma ya en los nimeros anteriores.
Supongamos que la ecuacién primitiva, resuelta segin y, sea:

y=f(x,G) )

Sabido es que si se toma la derivada de esta ecuacion

y== (2
al eliminar la G, se obtiene la ecuacion diferencial

y'=0(x,y) 3)
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Las relaciones que existen entre (1), (2) y (3) permiten derivar (2) segun y, en el supuesto
de que G sea funcion de las variables, luego

dy' o%f dG
L (4)

dy  oxoG dy

Ademas, podemos admitir las transformaciones siguientes:

G -y !
a6 _ 1 1
dy —dy df(x,G)

dG dG

Luego, segln (4), se obtiene

dy O o _od o o0 oy
dy oxoG oG oxoG oG ox 0G ox 0G

Si la ecuacion primitiva se hubiese resuelto segun x, se tendria

x=n(y,G)
y por simetria, sabiendo que 3—§ = % resultaria inmediatamente, por un célculo anélogo al
anterior,
dl
_y_d, dx
dx. oy dG

Volviendo a la formula (5), sabido es que la integral singular resulta de f—é:o, para

cuando la ecuacion primitiva tiene la forma (1); y, por consiguiente, esta Gltima igualdad,
se resuelve en una funcién y(x,G)=0.

Asi, pues, al considerar 3—3; como relacion limite del incremento de la funcién y(x,G),

respecto a la variable x, resulta

dy'  ly(x+dx,G)-ly(x,G)
d_y_ dx (6)
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A este punto, interesa recordar los principios del calculo infinitesimal que se exponen en
un principio de esta Memoria, a fin de probar debidamente que el segundo miembro de
la igualdad anterior se resuelve en la tercera categoria de cantidad.

En efecto, considerando la funcién w(x,G) continua, no se puede suponer que
y(x+dx,G) sea completamente nula, siéndolo w(x,G); y si bien es cierto que para
v(x+dx,G) resultara un infinitamente pequefio, éste siempre sera de orden inferior al que
corresponde a w(x,G); pues siendo esta funcién igual a cero, se puede suponer que se

refiera a un infinitamente pequefio de un orden infinitamente grande. Ahora bien; al tomar
luego logaritmos de estas funciones, resultard para el logaritmo de cero una cantidad
correspondiente a la tercera categoria, la cual no podra destruir al otro término, segun lo
gue acabamos de manifestar.

De modo, que bien cabe afirmar que el orden del quebrado del segundo miembro de la
igualdad (6), corresponde a la tercera categoria de cantidad.

. . . . dy'
Debe tenerse presente, sin embrago, que una relacion entre x é y y que convierta d_})l/ en
una cantidad infinitamente grande, no podra siempre considerarse como integral singular
de la ecuacion diferencial.

Ahora bien; si supusiéramos luego X, funcién de y por razon de simetria, resultaria bajo
condiciones analogas a las del caso anterior, que la relacion:

se transformaria también en una cantidad infinitamente grande al referirse a una integral
singular de la ecuacion diferencial dada

Ademas, es de notar también que si la ecuacion diferencial

f(xy,y)=0
es entera y racional, la condicién de que % se resuelva en la tercera categoria de
cantidad, lleva consigo la de que 3—;, se resuelva en la primera, pues al derivar la ecuacion
anterior respecto a y se obtiene
of of dy
—+—-2=0
oay oy dy
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y facilmente se concibe que solo asi, el segundo término podra neutralizar el primero, para
df

que resulte cero, a no ser que se anulara % por la combinacién de f =0, iy 0.

Mas si esto resultara, fuera preciso entonces determinar el verdadero valor de
of
oy
of
ayl

No cabe duda que de todos los medios indicados para obtener integrales singulares, este
ultimo seria el mejor, si no fuesen las restricciones a que esta sujeto.

Apliguemos los procedimientos anteriores a varios ejemplos. Sea:

y+(y—x)y+a-x)y?=0
de donde

g xy(x-y)? —daxly
2(a—x)

Luego

y—x—2(a—x)
x=y)’ ~4{a-x)y

1|

Segun lo que precede, para la integral singular se tendra

(x-y)f -4(a-x)y=0
0 sea también

(x+yf -4ay=0 (a)

Para convencerse que de esta ecuacion es una integral singular de la ecuacion diferencial
dada, hay que ver si la satisface. Asi, pues, de (a) resulta

2(x+y)1+y')-4ay'=0
de donde
Xty
Y=2a=x- y
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Este valor, sustituido en la ecuacion diferencial, da

X+Yy (a-x) (x+y)? 0

Y+(y—x)j—)2a_ oyt e 2 txr v
Desarrollando esta igualdad, se obtiene

y[4a2 —4a(x + y)+ (x+ y)ﬂ + (y - x)[Za(x+ y)—(x+ y)z} + (a— x)(x+ y)2 =0

reduciendo
4a%y —2ay(x+y)—2ax(x+y)+a(x+y)y =0
y por fin
4a%y—a(x+y)? =0

pero como se tiene (x+ y)? = 4ay, segn (a), resulta definitivamente

4a’y—4a%y =0
0 sea la identidad 0 = 0.
De suerte que la integral (a) satisface a la ecuacion diferencial, sin que ella pueda deducirse
por ningun valor particular atribuido a la constante de la integral general que, en este caso,
es la misma ecuacion diferencial, sustituyendo G por y', conforme a los principios que van
expuestos relativos a la formula de Clairaut.

Ahora bien, si partiéramos de la derivada segun y', tomada sobre la ecuacion diferencial
dada, obtendriamos el mismo resultado anterior, bien que con mas rapidez.

En efecto, al tomar la derivada en y' de
y+(y-x)y+@-x)y?=0 (a)
e igualando el resultado a cero, se tiene
y—x+2(@-x)y'=0
de donde
" X_ y
y= 2(a—x)

Al sustituir este valor en (a), se obtiene inmediatamente, después de simples operaciones,

(x+y)—4ya=0
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Ecuacion de la integridad singular, igual a la que se hallé por el primer procedimiento.

Notables son las consideraciones geométricas de Lagrange, para explicar este segundo
procedimiento, a cuyo fin interesa tener presente los conceptos geométricos dentro de lo
infinitésimo que se indican en la primera parte.

Lagrange, dice: Puesto que la integral singular, debe representar la envolvente de la serie
de lineas que satisfacen a la ecuacion diferencial, se comprende que esta envolvente no
puede existir, sino cuando las lineas de la serie se encuentran, esto es, cuando la ecuacién
f(x,y,y')=0, (1), pueda dar para y* muchos valores en un mismo punto del plano, lo cual
obliga a que la ecuacion diferencial sea a lo menos de segundo grado respecto a y'; segun
este supuesto, la envolvente es el lugar geométrico de puntos donde dos a dos, las lineas
infinitamente préximas de la serie se cortan; y a estos puntos corresponderan, por
consiguiente, raices dobles de la ecuacion en y', y su lugar se obtendra expresando la
condicién para que la ecuacion diferencial tenga una raiz doble, correspondiendo a la vez
con la tangente a la envolvente; de suerte, que al eliminar y' entre la ecuacion (1), y su
derivada, seglin y', se obtendra la ecuacion de la envolvente, o sea la integral singular.

Empero, a este punto hay que advertir que la relacion en x a y obtenida, no siempre
satisface a la ecuacion diferencial dada, pues como manifiesta con sumo acierto el
matematico Serret, muchos seran los casos en que no se verifique dicha condicion.

En efecto, dice él, si consideramos, por ejemplo, una ecuacion de segundo grado en %, al

_X P+ Q

y como quiera que P y Q son funciones cualquiera en x € y, los valores de y, que anulen a
Q, no verificaran, en general, a la ecuacion

dy _
=P

Esta observacion tan importante, nos pone ya en camino del procedimiento, que
desarrollaremos luego, para encontrar en todos los casos la ecuacién diferencial a que
puede hacer referencia la funcion en x é y, precitada como integral singular; de modo, que
si la primera ecuacion diferencial dada no le corresponde, quedara satisfecha siempre por
la sequnda que hallaremos.

Antes de pasar a la explicacion de este método, bueno sera aclarar los conceptos de
Lagrange y Serret, por medio de ejemplos.

Tomemos de momento la misma ecuacion diferencial que ya consideramos, como una
aplicacion de la formula de Clairaut
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y=y'X+ry1+ y'2

(y-yxP=r’(y+yx) (b

de donde

0 Sea

e e

para que las raices sean iguales, supondremos

y2x2 —(r2 _Xz)(rz B yz):0
de donde
rr=x*+y? (a)

Ecuacion que serd la integral singular, si satisface a la ecuacion diferencial.

A fin de averiguarlo, tomese la derivada de (o)
dy __x
dx y

valor que, sustituido en (b), da una identidad, lo cual significa que (o) es integral
singular de la ecuacion diferencial dada.

Esta particularidad tiene su explicacién, segun la observacion importante de Serret. Si
consideramos la ecuacion diferencial dada, escrita bajo la forma siguiente:

y*2 (r2 - x2)+ 2yxy+r? —y? =0
llamando

a=r?—x2, b=2yx, G:rz—y2

Al tomar el valor hallado de la raiz doble

para que satisfaga a la ecuacion anterior, es preciso que G cumpla con cierta condicion
para que dicha ecuacion se pueda expresar por

2
' yX _
(y+r2—x2J =0
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Y segun principios de las ecuaciones de segundo grado, debe resultar que

_b?
G_4a
0 sea
2,2
AYTXT a2
4(r2—x2)

Y efectivamente, en este caso se cumple la condicion, puesto que atendiendo al valor a,
resulta para el primer miembro la misma expresion del segundo.

Ademas, puede suceder que la funcion en x é y, aunque satisfaga a la ecuacién diferencial,
no sea una integral singular, sino una integral particular de la general.

Si la integral general es conocida, facilmente se salva la dificultad. Sea la ecuacién
diferencial de primer orden

f(xy,y)=0 (@

y supongamos que por un procedimiento cualquiera hayamos hallado la funcion
o(x,y)=0 (2), que la satisface, siendo la integral general de (1):

F(xy,G)=0 (3)

Si la relacion (2) representa una integral particular, tendra que identificarse con (3), por un
valor particular atribuido a la constante.

Empero, cuando la integral general no es conocida, entonces, si la solucién ¢(x,y)=0 es

una integral singular, deberd representar la envolvente de las diferentes lineas como
involutas, correspondientes a las integrales particulares deducidas de la integral general.

De modo que en cada uno de los puntos de la envolvente la y', tanto por la integral
particular que la corresponde, como por la envolvente, debe ser la misma, resultando, en
general, entre las dos lineas un contacto de primer orden.

De aqui resulta que si se forman las derivadas consecutivas de (2), desde la segunda, en
general, no deben corresponderse con las de (1), bastando esta sencilla consideracion para
averiguar si la funcion (2) es o no una verdadera integral singular, a pesar de satisfacer a la
ecuacion diferencial.

Para mayor claridad de lo que precede, nos valdremos de un ejemplo; Sea la ecuacion:
y? —2ax+x? —2cx+c? =0 (a)

correspondiente a varios circulos que tienen los centros en diferentes puntos del eje x.
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La ecuacion diferencial correspondiente, se hallara, segun lo expuesto, mediante el célculo
que a continuacion se expresa:
2yy'-2a+2x-2G =0

G=yy-a+x
y2 —2ax+ x> - 2(yy'—a+x)x+(yy—a+x)* =0

0 sea
y2y22ayy'+y? +a® —2ax=0 (1)

Aplicando el método de Lagrange, se tiene

2y2 y'-2ay =0

_a
y y

Al sustituir este valor en (1), inmediatamente resulta
y? —2ax=0 (2)
Esta ecuacion satisface a la ecuacion diferencial.
Empero, aun cabe la duda si la funcién (2) es una integral singular o particular.

Para salvar dicha dificultad debe procederse a la determinacién de las segundas derivadas
de (1) y (2), al objeto de averiguar si se corresponden o no. De (1), resulta:

2yy'3 +2y2 y' y"—2ay'2 —2ayy'+2yy'-2a=0
de donde

y"'y(yy—-a)=-y” (yy-a)-(yy-a)
después de la reduccion
12 2 2
.yl a“+y
= — = — a
y ; . (a)

De (2), sabiendo que y':%, se deduce:

Siendo los resultados (a) y (b) diferentes, puede asegurase que la solucion (2) es una
integral singular de (1), la cual representa geométricamente una parabola, que es la
envolvente de los diferentes circulos que corresponden a la ecuacion (o).
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Notables, por fin, son los trabajos de Boole, acerca de las integrales singulares, haciéndolas
dependientes de la derivada, pero sin que sean resultado de relaciones bien definidas entre
la constante y una de las variables.

Los ejemplos que a continuacion se indican, seran suficientes para dar una sucinta idea del
pensamiento de ese gran matematico.

Sea encontrar la integral singular de la ecuacion:

xy'=yly (@
Derivemos, segun y:

dy' 1

d_y = X (1+ Iy)

Esta expresion resulta infinita para y = 0, satisfaciendo este valor de y a la ecuacion (1).
Ahora bien, la integral general de (1) es:
y=e*@"

de la cual se puede obtener y=0 siendo G =-—o0, Si X €S positivo, y c=o0, SI X €S
negativo.

En ambos casos, se tienen integrales particulares, pero sin poderlas deducir de (2), por
valores particulares de la constante completamente independientes de x; y como quiera
que dichos resultados corresponden con la férmula

dy'
dy

perteneciente a las integrales singulares, en este concepto considera Boole dicha
solucion como singular.

Otro caso mas especial aun presenta dicho autor, para cuando G, recibe un determinado
numero de valores independientes de x.

) para deducir la integral de xy = yly, basta atender a los desarrollos siguientes:

y y'dx
l—l L—% — — _ _ aXG
ly =X’ y T x lly =Ix+1G = IxG, ly = xG, y=¢e
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Sea la ecuacion diferencial

y2-xyy+y’ly =0

Al resolverla, segun y', se tiene

dy' X++x%—4ly _

1
= ¥
dy 2 \/x2 —4ly

Para que este resultado sea infinito, basta suponer

oy x%y? —4y?ly
2

de donde

X2 —4ly=0
o tambiény = 0; 0 sea

La primera igualdad da una integral singular, por cuanto no es posible deducirla de la
. 2 . .
integral general y=e“® | sino por G :%x, que es variable.

Pero lo notable de este ejemplo, conforme lo indica Rubini al tomarlo de Boole, es que
el segundo caso se puede deducir de la integral general, siendo G =o0,6 G =0, Cuya

expresion es independiente completamente de todo valor y consideracién sobre X,
constituyendo en su virtud esta singularidad por dicha autor, dos soluciones o integrales
particulares coincidentes o multiples, las cuales guardan alguna relacion con la integral
dy'

singular correspondiente a y = 0, como resultado de dy

0.

) Para hallar la integral de y>—xyy'+y?ly =0, atenderemos simplemente a los desarrollos siguientes:
l2 l L} 1
y y Yy
T —x=+ly =0, = =-=x|+ly=0, ly = A+ Bx
y2 y y y ( y ] y y
Y _ _ 2 _
2 =B, B(B-x)+A+Bx=0, (B +A)+(B—B)x_o

2
B=G, -B’=A  -c?=A ly=cx-c?, y=e%°
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PROCEDIMIENTO ESPECIAL PARA OBTENER CIERTA CLASE DE INTEGRALES SINGULARES
DE UNA ECUACION DIFERENCIAL.

Segln hemos manifestado ya, existen dos procedimientos para deducir la integral
singular de la ecuacion diferencial;, empero, como queda demostrado por los ejemplos
anteriores, ambos deben considerarse defectuosos.

El procedimiento debido a Lagrange, se funda en la igualdad de raices respecto a la
derivada de la ecuacion diferencial; mas como advierte Serret, con suma oportunidad, en el

ejemplo:
d ~
di =P£Q

ya citado, se comprende que la funcién ¢ =0, no satisfaga en general a dy P.

dx

El segundo procedimiento, consiste en considerar:

dy' _
W—OO

y conforme se ha manifestado, la funcidén que satisface a esta condicion no siempre
representa la integral singular; ademas, si la ecuacion diferencial es entera y racional,
sabido es que la condicion anterior supone que

siendo esta la que se utiliza para recabar la integral singular; no obstante, si al eliminar y'

entre F=0 y ‘3-5:0 resulta cij_;:o’ entonces % se presenta bajo la forma

indeterminada, con lo cual no queda aun asegurada la integral singular sin nuevas
investigaciones.

Para salvar estas dificultades, pueden considerarse cierta clase de integrales singulares,
bajo una base mas segura, mediante un método regular y sencillo, conforme nos
proponemos desarrollar.

A este fin, consideraremos la y', de la ecuacion diferencial dada, como si fuese un
parametro variable, al objeto de deducir de ella una segunda ecuacién diferencial, para que
lay' de ésta corresponda siempre con la derivada de la funcién ¢(x,y)=0, como integral

singular suya.
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Esta segunda ecuacion diferencial constituye el fondo de nuestro método, que sin duda
lleva ventaja a todos los indicados anteriormente por no estar sujeto a oscilaciones,
quedando siempre asegurada la integral que a ella se refiere.

Con todo, hay que advertir como, en casos particulares, podra suceder que la funcién
o(x,y)=0, sea ademas integral singular de la primera ecuacion diferencial, lo que tendra

lugar siempre y cuando la segunda ecuacion pueda identificarse con dicha primera.

Este método guarda relacion con las teorias de las involutas y envolventes, asi como en el
paso de la integral general a su ecuacion diferencial.

En efecto, si la ecuacion diferencial primera es:
F(xy,y)=0 @

Al considerar la'y', como una constante arbitraria, resulta:
F(xy.G)=0 (a)

Si se toma la derivada de dicha funcién con toda generalidad, se tiene:

OF OF . oF 0G
6x+8yy+6Gax_0 (2)

Ahora bien, la derivada de (a), considerando G constante, seré:

oF oF .
§+Wy—0 3)

Asi, para que (2) corresponda con (3), basta que

oF _

e 0@
de cuya ecuacion se deduce

G=vy(xy)

De modo que al sustituir este valor, por tltimo, en (a), se obtiene:

Flx.y.w(xy)=0 (5)
Esta ecuacion representa la integral singular, correspondiendo la tangente en un punto de la
curva (5) con la de la ecuacion diferencial que resulta de combinar (a) con (3), dandonos

esta segunda ecuacion diferencial notable, la seguridad de que la ecuacion (5) constituye su
integral singular, conforme a la clase especial que estudiamos.
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Este método, ademas de su marcha segura y regular para la determinacién de integrales
singulares referidas a ecuaciones diferenciales de primer orden, es digno de mencion, por
cuanto es aplicable a ecuaciones diferenciales mas complicadas, conforme iremos
manifestando.

Sin duda que, para mayor claridad de los conceptos que preceden, no habrd como utilizar
los mismos ejemplos anteriores, tomados de las principales obras de matematicos, a fin de
salvar las dudas que pudieran ocurrir, al propio tiempo que apreciar la importancia del
método que exponemos.

Primer ejemplo.- Sea la ecuacion diferencial:

X+2yy'—xy?=0=f(x,y,y") (1

Al generalizarla, conforme hemos manifestado, se obtiene
X+2yG-xG?=f(x,y,G)=0 (1)
Luego resulta

o

3G =2y-2xG =0

de donde
c=2
X

Sustituyendo este valor en (1", se deduce inmediatamente la integral singular, o sea
x*+y*=0(xy)=0 (2)
En este ejemplo, la derivada de (2) corresponde con lay' de la ecuacién diferencial (1).

En efecto, de (2) se deduce:

dy _ X
ax Yy (a)
cuyo valor, sustituido en (1), da
X X2
X—2y=—-x=—5=0
y oy
0 sea
2 2
_x X +2y -0
y

y como x° +y? =0, se tiene en definitiva la identidad 0 = 0.
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Mas conforme al método que desarrollamos precisa encontrar la segunda ecuacion
diferencial que se enlaza con (1), y de la cual se puede asegurar a priori que tendra por
integral singular la funcion (2).

Segun las consideraciones generales que preceden, tomaremos la derivada en x de (1'), de
donde:

f-G2)+26y'=0

G =y y?+1

al sustituir este altimo valor en (1), se obtiene
X+ Zy{y‘ ++/ y'2+1} —X [2y‘2 +1+2y' y‘2+1} =0 (4)

Ecuacion que queda satisfecha por la derivada de (2), siendo (2), con seguridad, la integral
singular de (4).

0 Sea

Segun lo que precede, vemos que (2) también se puede considerar integral singular de (1),
puesto que la satisface; empero esto resulta porque la ecuacion (1) no es sino una
consecuencia de (4).

En efecto, la ecuacion (4) cabe expresarla por
X+2yy'+ 2y y?+1- xy‘2—x(y‘2+1)4—r 2xy'{y?+1=0 (5)

pero segun (a), resulta:

y en virtud de (2), se tiene y'?+1=0. Asi, pues, de (5) solo queda x+2yy'—xy'>=0, cuya
ecuacion corresponde exactamente con la primitiva (1).

Segundo ejemplo.- Sea la ecuacion de la tangente correspondiente a una circunferencia de
radio r:

y=V'X+ryl+y? ()

Aplicando el procedimiento general indicado, se tiene:

y—-Gx-rv1+G% =0=f(x,y,G) (1)
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de donde
of rG
%:—x— - =0
V1+G
0 sea
G= X
r2 —x?
de donde
Vitg2=_'6____r
X r2_y2

valores que sustituidos en (1') dan la funcion:

0 sea
r’=x*+y? (a)

Si buscamos la ecuacién diferencial a que corresponde (a) como integral singular, habra
que tomar la derivada de (1", segin X, resultando en esta formula de Clairaut,
sencillamente

dy _
ax =&
cuyo valor, sustituido en (1'), reproduce la ecuacion diferencial (1), lo cual nos indica

que en este caso, la segunda ecuacion diferencial se identifica inmediatamente con la
primera, sin necesidad de reduccion alguna.

Asi, pues, la funcion r? = x2 + y?, es integral singular de ().

En efecto, de esta ecuacion se deduce % = —%, y al sustituir en (1), resulta:

2
y=—5x+r 1+X—2
yU Ty
2,2 /2 2
U S P S A
y y

y como se tiene r? = x* + y?, se deduce la identidad 0 = 0.

0 Sea
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Tercer ejemplo.-

Sea:
y+(y-x)y+@-x)y?=0 (@

Generalizando esta ecuacion, se tiene
y+(y—x)G+(a-x)G*>=0=f(x,y,G) ()

Aplicando el procedimiento expuesto,

df
E_y—x+2G(a—x)—0
de donde
y — X
G=-—
2(a—x)

0 sea
(y-x)’ ~4a-x)y=0 (a)

Determinemos ahora la ecuacion diferencial a que se refiere (a), como verdadera integral
singular; para ello tomaremos la derivada, segun x, de (1'), resultando

~G-G*+(G+1)y'=0
0 sea

Y =Ly + 4y

© 2

Al sustituir el Unico valor que depende de y', se tiene, como en el caso anterior,

_dy .
y_&_Gl

luego al sustituirlo en (1), da la misma ecuacién diferencial (1), diciéndonos esto que las
dos ecuaciones diferenciales se identifican y que por consiguiente la funcion (a), se puede
considerar integral singular de (1); de tal manera que facilmente se demuestra que la
satisface, como en el ejemplo anterior.
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En efecto, de

(y=xf—4(a—x)y=0 (a)
al derivar, se obtiene
2(y-x)(y-1)-4(a—x)y'+4y=0
de donde
Y+ X

Y=y x-2a

Sustituyendo este valor en (1), se tiene

(Y+X)(Y—X)+(a_X)M=o

" yix-2a (y+x—2af
Despues de sencillas reducciones, resulta
—a(x+yy +4a’y=0 (b)
Pero la ecuacion (a) cabe expresarla por
—a(x+y)* +4a%y=0
luego en definitiva se tiene, al sustituir este valor en (b), la identidad 0 = 0.

Cuarto ejemplo.-

Sea la ecuacion
y'3—4xyy+8y2 =0 @

Al generalizarla, toma la forma

G —4xyG+8y? =0= f(x,y,G) (1)
Considerando la derivada % =0, se tiene

3G2-4xy=0
de donde
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Al eliminar G entre (1) y (2), resulta inmediatamente
27y =4x3 (3

Ahora bien, para obtener la segunda ecuacion diferencial, a la cual siempre debe satisfacer
la funcién (3) como integral singular, derivaremos, segun X, la funcion (1'); de donde
resulta
—4yG+(16y-4xG)y'=0
despejando G, se obtiene
_ 4y
y+xy'
Al sustituir en (1", se halla

233y a2 xy?y'(y +xy )P +8y%(y +xy ) =0 (4)

ecuacion que puede reducirse a la forma siguiente:
\ N2 [ XY=
4yy®~(y+xy'f (%j =0 ()

Facilmente se prueba que la funcién (3) satisface a esta segunda ecuacion diferencial,
razon por la cual es su integral singular.

En efecto, de (3) resulta

_ 4x°

4x” _4.2
=57 Y=g~

Luego al sustituir los valores respectivos en (5), se deduce, sin esfuerzo, la identidad 0 = 0.

Empero si tomamos, para mayor comodidad, la ecuacion (4) en vez de (5), a quien es
equivalente, en vista de los valores anteriores de y y y' deducidos de (3), resulta

4y3y—ay(y + xy'f 4xyy'+8y? (y +xy* ): 0 (6)

3_ N2 N3 (16 3 3
4y> =4y(y +xy) = (y+ )" = 5%

De modo que suprimiendo este factor comun de (4), se halla la misma ecuacion diferencial
primera, 0 sea

y2—4xyy'+8y2 =0

En su virtud, la funcidn (3) es integral singular también de (1).
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En efecto, puesto que al sustituir en ella los valores de

_ad
=57

<
Il
Ol
<

deducidos de (3), se obtiene, después de sencillas operaciones, la identidad 0 = 0.

En todos los ejemplos que preceden, que son precisamente los que suelen presentar los
autores de obras didacticas, es de notar que la derivada de la funcion (p(X, y)= 0, satisface
a la ecuacion diferencial primitiva, pero esto, segun las observaciones de Serret, no resulta
sino en casos particulares, pues al hallar la funcion ¢, segin el método de Lagrange, dejard
de cumplirse, en general, dicha condicién, y si bien nuestro método tiene cierto parentesco
con el de Lagrange, la verdad es que la segunda ecuacion diferencial que consideramos,
salva perfectamente la dificultad que presenta el método de Lagrange, pues, con seguridad,

ella tiene por integral siempre a la funcion (p(X, y): 0.

El ejemplo siguiente, de Serret, dard a comprender, sin duda, la importancia que tiene esta
segunda ecuacion diferencial que introducimos en los célculos.

Sea la ecuacion:
y—2xy-y?=0 (1)

Al generalizarla, como en los ejemplos anteriores, se tiene:

y—-2xG-G?=0=f(x,y,G) ()

de donde
of
56 = 2%-26G=0

0 sea
G=-x
cuyo valor sustituido en (1), da:

y+x*=0=0(xy) (@)

Para encontrar la segunda ecuacion diferencial, segin el procedimiento general que
venimos desarrollando, basta derivar (1") segun x:

—2G+y'=0
de donde
_y
G= 2
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al sustituir este valor en (1), resulta

y.2
y-xy=",-=0 (2

Esta es la segunda ecuacion diferencial, la cual queda satisfecha seguin (a), como integral
singular suya, empero no resulta lo mismo respecto a la ecuacion diferencial (1).

En este concepto se puede afirmar que la funcion hallada (a), es integral singular de (2),
pero no de (1), procurando asi nuestro método un medio seguro para saber siempre cual es

la ecuacion diferencial a que una funcion (p(X, y):O, hace referencia, como integral
singular suya.

ESTUDIO DE INTEGRALES SINGULARES
DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE ORDEN SUPERIOR AL PRIMERO.

El método que hemos expuesto para deducir cierta clase de integrales singulares,
apoyandonos en la indeterminacion o generalizacion de la derivada correspondiente a la
ecuacion diferencial, puede hacerse extensivo a las ecuaciones diferenciales ordinarias de
orden superior al primero.

Demos antes una idea sucinta de los procedimientos ordinarios que suelen admitirse en
este caso para que pueda apreciarse luego mejor la ventaja del nuestro.

En las ecuaciones diferenciales de orden superior al primero, cabe hallar diferentes 6rdenes
de integrales correspondientes a la ecuacion diferencial dada.

Supongamos la ecuacion diferencial del orden n,

fhoy,y,ysy™)=0 @

Sea una de sus integrales primeras

y("—l) - (P(Xa AR ..y(“—Z),G) 2)

61



Lauro Clariana Ricart Estudio completo de una clase especial de Integrales Singulares

Si se deriva esta funcidn, suponiendo G funcion de x, resulta

() _00, 00, 00 . . 000G
Yy + Y+ y+ +8G X

Sxogy oy

Ahora, para que el valor y(”), corresponda con (1), es preciso que desaparezca el ultimo
término del segundo miembro, esto es:

6_@%_0
0G ox
Si es %—S:O, origina al sustituir el valor de G, como constante, en (2), una integral
particular de (1).
. . o ﬁy(nfl) .
Si, en cambio, es G- 3G =0 en el concepto de que el valor G, deducido de esta

ultima igualdad no sea una constante, al sustituirlo en (2), dara una integral singular.

Ahora, si la ecuacion (2) se presentara bajo forma implicita,
TC(X, Y, y'. .. y(n’l)’ G): 0

siendo 7 una funcion racional y entera, se obtendria la integral singular, eliminando la G
o
oG

mas particular en los nimeros anteriores.

entre n=0y =0, salvo los casos de excepcion que van ya consignados de un modo

Por otra parte, también se puede deducir la integral singular directamente de la ecuacién
diferencial primitiva.

Los autores a este punto suelen invocar los principios ya expuestos en las ecuaciones
diferenciales de primer orden, y la formula hallada

dy' _d,dy
dy dx dG

la hacen extensiva a una ecuacion diferencial de orden n, resultando por induccion la
relacion

dy(n) :il dy(n_l)
dy(n_lj dx dG

gue debe resolverse en la tercera categoria de cantidad.

62



Lauro Clariana Ricart Estudio completo de una clase especial de Integrales Singulares

Asi, pues, deduciendo de esta igualdad el valor y™ al sustituirlo en la ecuacion
diferencial dada, que se supone de orden n, se obtiene la integral singular primera.

Para mayor claridad de cuanto precede, daremos un ejemplo debido a Lagrange, el cual se
encuentra reproducido bajo aspectos diferentes en las célebres obras de Serret y Rubini.

Estudio segun Serret

La ecuacion de Lagrange, es
y—ax? —bx—4a?-b?=0 (1)

siendo a y b dos constantes arbitrarias.

Al derivar (1), segun X, resulta

dy _
&—Zax—b—o (2)

Si se sustituye el valor (b) en (1), se tiene

2
y—ax? — Y _oax|x—4a2 [ W _2ax| =0
dx dx

de donde

2
dy dy dy .2 2 2\_
H&) +x&—y}—a(4x&+x j+4a (1+x )_O 3)

Si en cambio sustituimos el valor a de (2), en (1), se obtiene:

2

dy dy
| dx 2 el odx _h2—
y ox X“—bx—4 ox b“=0

luego

dy ? 3 dy 2 dy .3 2 2\_
{2(&j + X &—Zyx -b 4&—x +2b (1+x )_0 (4

Al tomar, por ultimo, la derivada, segun x de (2), se deduce

2
a-10d%
2 dx?
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y al sustituir este valor en (3), se halla:

2 2 2 2
LA LAY I A A N A PR L A N (T
{(dxj X } 2 4 (4xdx+x +44 I (1+x )_0

obteniéndose, por fin,

2.\ 2 g2 2
2)|d%y | (,,dy x“|d%y (dy dy . _
(1+x )(_dsz (Zx—dXJr 5 j e J{dx +de y=0 (5

esta ecuacion diferencial de segundo orden, tiene por integrales primeras las ecuaciones (3)
y (4), siendo (1) su integral general.

Ahora, para deducir la integral singular de (5), basta atender, segun Serret, a las integrales
primeras, buscando la expresion que corresponda a las raices iguales de a 6 b, y en ambos
casos debe resultar la misma integral singular.

Si consideramos la integral primera (3), la condicion de que las raices a sean iguales, es
dy 2 2\ (dy ) dy
2 —
[4x&+x } —4><4(1+x ){[&j +x&— }—0
dy ) x? ) dy 2), x* _
(&) +(X+7 &—(1+X )y—E—O (6)
Si tomamos la integral primera (4), la igualdad de raices iguales, segun b, da
dy a) dy)* . ady 2 2
[4&—x j —4{2(&) + X &—Zyx }2(1+x ):0

de donde, después de simples reducciones, resulta la misma ecuacion (6).

de donde

Se puede deducir aun la (6) de la (5), derivando esta Ultima ecuacion segun X, resultando
después de simples reducciones
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: . d3 :
De suerte, que al igualar a cero el coeficiente de @Y se tiene:

dx®

Luego debe eliminarse 3—y ,entre (7) y (5).
X
De (7) se obtiene

2
(%) 2
A AT X
dx 4 2\ X7+ 2
(1+ X2) 3 —[Zxﬂ.p X j dx 24 +(ﬂj xﬂ_yzo
(1+x2) dx 2 ) 14x dx dx

y después de toda reduccion

dy )’ x3 | dy 2\, x*
(&j +(x+7 &—(1+x )y—E_O

ecuacion gue es la misma (6) hallada.

. . - d
Si se resuelve esta ecuacion segun d_i’ Se encuentra:

dy  2x+x3 +\/1+x2 \/16y+4x2+x4
dx 4 4

Esta igualdad puede escribirse asi:

dy 3
87 +4x+2x

dx =2V1+x?
\/16y+4x2 +x*

Luego al multiplicar ambos miembros por dx, e integrando, resulta:

\/16y+4x2 X —x 1422 —1(x+\/1+x2J=G @)
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Esta ecuacion es la integral general de la integral singular (6). Ademas, la ecuacion (6) aun
admite una integral singular deducida de (7), en el concepto de igualar a una cantidad de la
tercera categoria, su derivada, seguny, y facilmente se concibe que debe resultar:

16y+4x2+x4 =0
0 Sea

Esta es la integral singular de (6), puesto que la satisface.

Integro! genere!

S(wyab)eo
Integral general de le

1? integral singular

/ (.,y‘;'-a

3

Lfitoyye)o

22 integrel singuler

WMintegrel singuler

/‘lp,,'}-d /"/ryluﬂ

Sotmyyy)eo

Figura. 92

En efecto, de (8) resulta
dy__x*_x
4 2

de donde al sustituir los respectivos valores en (6), se obtiene:

3 2 3\ .3 4 2 4
X X _ XX X 2)| X X | _X
(4 +2J [“ 2 j[ 4 +2J+(1+X )(16 " 4} 16
y después de simples reducciones, se halla la identidad 0 = 0.
Terminaremos las consideraciones de Serret, dando una forma esquematica a los
resultados obtenidos, para comprender mejor las relaciones que existen entre las diferentes
ecuaciones halladas.

Las flechas A y B indican que las dos funciones f y fs no se corresponden.
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Estudio segun Rubini

Rubini estudia la misma ecuacién de Lagrange, pero siguiendo una marcha, podriamos
decir, casi contraria a la de Serret.

En efecto, pues, empieza considerando la ecuacion diferencial de segundo orden siguiente:

y _ Xyl+% XZyu _ (yl_Xyll)2 _ yuZ — O (a)

la cual, debidamente desarrollada, toma la forma

1+ X (W] _(ZX&—F?JW—F(WJ +X&_y:0
resultando ser la misma ecuacion (5) de Serret.

De la ecuacién anterior pasa Rubini a una de sus integrales primeras, tal como

G+y)? .
y—g(G+y')‘(+X—2y)—Gz=0=f(Xxy:y':G) © O

siendo esta ecuacion la integral primera (4) de Serret

*)Se puede deducir esta integral primera, de (), suponiendo y'—xy"'=G, en el concepto de descomponer la
ecuacion (a), del modo siguiente:

T I S A
y—5%y =5 x(y=xy")=(y—xy ) -y?=0
de donde resulta inmediatamente:

xe ) GyP 2
y 2(G y) X2 G _0

Para justificar que cabe suponer y'—xy"=G, se puede derivar la ecuacion (a), resultando:
Y=y Xy Xy X2y =2y xy )y -y Xy ) - 2"y =0
Al reducir, se obtiene:

(12 w2y e-2y') =0

Esta igualdad queda satisfecha, siendo y'''=0, igualdad que puede transformarse en la siguiente por
valores finitos de x; —xy'"'=0, cuya integral se resuelve en y'—xy"=G.
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En efecto se tiene
2x%y —x3(G + y')—z(G2 —2y'G+ y'z)— 2x2G2 =0
de donde

dy2 3 dy 2 dy 3 2 2)_ .
{z(aj +x0 2 =2y |-G |42 - X |+2G (1+x )_0 ()

Esta ecuacion es la misma (4) de Serret, cambiando tan solo la G en b.

Ahora bien, siendo la ecuacién diferencial (), racional y entera respecto a y, y su derivada,
tendremos que considerar, segun principios ya expuestos, el sistema

f=0 vy g—gzo

para deducir la integral singular.

Asi, pues, resulta:

oG 2 X2
de donde
1 3
G- 4y'—x
4(1+ x2)

Esta expresion, sustituida en (e), después de sencillas reducciones, procura el resultado
siguiente:

16(1+ X2 )y +x4 —8(x3 + 2x)y'—16y'2 =0
ecuacion correspondiente a la (6) de Serret.

Por fin, Rubini deduce aun la integral singular de la ecuacion diferencial (a), partiendo de
la formula general ya indicada

en el supuesto de resolverse en infinito, reduciéndose esta formula en el caso que se
estudia a
dy"
(&)

Asi, pues, siendo la ecuacion diferencial primitiva
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Y1+ 23Xy =(yxyF -y =0=F (xy,y',y") (a)

al derivarla, considerando y" funcién de y', segun la férmula general

oF OF oy"
o Foyay 0
se deduce
dy" _ x+2(y—xy")
dy' 1

> X2 +2(y'—xy")x - 2y"

y como este valor debe resolverse en una cantidad infinita, se tiene

%xz —2y"+ 2x(y'=xy")=0
de donde
n_ X% + 4xy'
4(1+ x2)

Este valor, sustituido en (a), reproduce la misma integral singular hallada, correspondiente
a la ecuacion (6) de Serret.

Si fijamos la atencidn en los métodos seguidos por Serret y Rubini al estudiar la ecuacion
de Lagrange, observaremos que Serret, para evitar la dificultad que presenta el deducir las
integrales singulares de la ecuacion diferencial, prefiere empezar su estudio partiendo de la
ecuacion finita, o sea de la integral general.

Sin embargo, consideramos ser mas logico empezar por la ecuacion diferencial de
segundo orden como origen de todas las integrales, tal como lo realiza Rubini, si bien
este autor no alcanza la integral general, quiza por las dificultades que encuentra a su
paso; echando mano luego del infinito para determinar una de las integrales singulares,
lo cual, como se ha manifestado anteriormente, no siempre procura el resultado
apetecido.

Asi, pues, entendemos que nuestro método, aparte de su uniformidad y sencillez, gana en
seguridad respecto a los anteriores, contando siempre con la ecuacion diferencial a que se
refiere la integral singular.

Escogeremos el mismo ejemplo anterior para que se pueda apreciar mejor la ventaja que
presenta este procedimiento, con relacion a los ya explicados.

Sea la ecuacién

F(X Y,y y")=y-xy'+ % x2y"—(y-xy"¥ —y*?=0 (a)
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La derivada que hemos de generalizar aqui es y" ; luego, segun la teoria ya explicada para
las ecuaciones diferenciales, se tendra:

f(x,y,y,G)= y—xy'aL%sz—(y'—xG)2 ~G?=0

y en virtud de

of
36 0
resulta
%xz +2x(y'—=xG)-2G =0
de donde
2 1
G- X +4xy
4(1+ x2)

Este valor de (G), sustituido en (a), da inmediatamente la ecuacion hallada
F(xy.Y) :16(1+ X2 ) y+x* —8(x3 + 2x)y‘—16y‘2 =0 (b)
la cual constituye la primera integral singular de (a).

Del propio modo, con la misma sencillez, podemos deducir de (b) la otra integral singular
que corresponde a la ecuacion (8) de Serret.

En este concepto tendremos que generalizar ahora la y' de la ecuacion (b), procediendo de
un modo anélogo al caso precedente.

Asi, pues, resulta
Fi(xy,G)=16{L+x2 )y + x4 ~8(x* +2x)G-16G2 =0 (1)

y en virtud de

% —-8(x* +2x)-326=0
0 Sea
G= —%(x3 + 2x)

Después de sustituir este valor de G en (b'), se obtiene inmediatamente

2
__X _X
Y="16 71
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Ecuacion igual a la que resultd por el método de Serret como segunda integral singular,
siendo ésta ya la Gltima, por cuanto se ha partido de una ecuacion diferencial de segundo
orden.

A este punto consideramos interesante justificar como las integrales singulares que
encuentra Serret pueden considerarse como tales, por cuanto las ecuaciones diferenciales
que se hallan segun nuestro método, y que son las verdaderas a que deben referirse las
integrales singulares, se identifican con las de Serret.

Para deducir Serret la integral singular de

2\ 2 42 2
2\|d%y | [, dy x°|d%y (dy dy . _
(1+x )(_dsz (ZX—dX+ 5 J 7 +(dx +x g —y=0 (5)

toma una cualquiera de las integrales primeras expresadas por (3) 6 (4), buscando la
expresion que corresponde a las raices iguales de a 6 b, y asi obtiene la integral singular

expresada por
dy ? x3 | dy 2 x* _
(dxj (X+ 2 j dx (1 X )y 16 =0 (©)

Luego en virtud de las observaciones que preceden, interesa buscar la ecuacion diferencial
de segundo orden a que hace verdaderamente referencia la ecuacion (6) como integral
singular, al objeto de ver si puede identificarse con la (5).

Para ello empezaremos generalizando la (5)

2 2
L+x2)G? —(2x%+x7je+(%j +x%—y=0 (A)

Derivando seguln x, se tiene

e d? d’y(1d
2_|dx 4y 1 ayriay 13_
© x a2 +dx2[XdX+2j °
de donde
2
1dy d’y 1 1dy d’y 1
2
_xdx o gx?2 2 xdx gx? 2 dey(1dy 1
C=——7"— = - =2+ (o)

2 2 dx2 (xdx 2
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Desarrollando la cantidad dentro del radical, resulta:

2
(&7 (dy] 1dydly gy oy
de ) (o) 1 xdx gy dx2 d?y1dy 1d?y

Ldx , dx® “yldy 1 azy _
4x2 4 16 2 4 4 gy xdx 2 g2
2
2 2 2
(&) [dzyj A k=
) W) 1 1dxd®y, dx 1d%Y | dx® _dx 1
4x2 4 16 2 X gx2 4x 4 gy2 2 2x 4

Sustituido este valor en (o) se halla

De modo que al sustituir, por fin, este valor de G en (A), resulta la misma ecuacién (5), lo
cual nos manifiesta que la segunda ecuacion diferencial, que hemos hallado, se identifica
con la (5) de Serret.

Al buscar nuevamente Serret la integral singular de (6), aplica el principio, segin se ha
visto, del infinito, para obtener la ecuacion

4 2
__X X
Y==""%6"71

Asi, pues, al buscar nosotros la verdadera diferencial que tiene por integral singular la
ecuacion anterior, tendremos que generalizar la (6), resultando

X3 X4
G? +(x+7JG—(1+ x2) -5 =0 (B)

Derivando segun X, se obtiene

4

>

2 3
(1+3%]G—2xy—(1+ )X _g

de donde

3
2xy+(1+x2)ﬂ+x—
G= : X 4
3x°
1+ >
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Sustituyendo este valor en (B), se halla

3\2

2xy+(1+x2)%+x— 3 2xy+(1+x )% X— 4
X 4 +(X+X—J 4 (1+x2)y—>1(—6=0 (©)
1+3% 1+3X7

Segun lo que precede, ésta debe ser la verdadera ecuacion diferencial de la integral hallada
4 2
__X X
y=—1-7 ©®

correspondiente a la (8) de Serret.

Empero, se tiene

Luego cabe escribir

dy X, xdy x* dy x°_xPdy G 2|y G (32 0y
2xy+(1+x)OI 4 2X[4dx_8 (1+x) = - +£l+x)dx+4_1+2x i

De donde el valor de G se transforma en

2xy+(1+x )g— XT ( %

1+§x

L<

G=

) y
dx
2

N
N\oo X

Asi, pues, al sustituir este valor en (B), resulta la misma ecuacion diferencial (6), de modo
que esto nos indica que en este segundo caso las dos ecuaciones diferenciales (6) y (C) se
identifican.

Facilmente se concibe que este método igualmente podriamos aplicarlo a ecuaciones
diferenciales de orden superior al segundo, pues no habria mas que considerar la
generalizacion de las diferentes derivadas de la ecuacién diferencial dada, extendiendo
dicha generalizacion sucesivamente desde la de mayor orden hasta la de primero, al objeto
de obtener las integrales singulares primeras, segundas, etc., hasta llegar a la ecuacién
finita que deberia alcanzarse después que se hubiese pasado por un nimero de integrales
igual al del orden de la ecuacion diferencial primitiva.
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v
METODO ESPECIAL PARA OBTENER CIERTA CLASE DE INTEGRALES SINGULARES

REFERENTES A ECUACIONES ENTRE DERIVADAS PARCIALES

En las ecuaciones entre derivadas parciales cabe hacer extensivo también el procedimiento
especial que venimos desarrollando para cierta clase de integrales singulares; sin embargo,
creemos prudente anteponer antes algunos principios generales para mayor inteligencia de
lo que expondremos luego.
Si suponemos la ecuacion

F(X'y,u,\/, ...... Z;G,GZ ...... Cn):O (]_)

siendo el nimero de constantes igual al de variables independientes, la eliminacion de
dichas constantes se obtiene por medio del sistema siguiente:

F‘X+F'Z%=O

(2) Yo toy

De suerte que entre (1) y (2) resulta una relacion Unica entre n derivadas parciales de
primer orden:

oo )
f(x,y,u,v ------ Z’ax’éy'au’av ] 0 3

Reciprocamente, dada una ecuacion entre derivadas parciales de primer orden con n
variables independientes, tal como (3), debe referirse ésta a una funcién (1), que es la
integral completa de (3).

Las integrales singulares en esta clase de ecuaciones diferenciales pueden deducirse de la
integral completa, de un modo analogo al método expuesto ya al tratar de las ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden.

Supondremos las constantes en su mayor grado de generalidad, siendo funciones de las

variables, a fin de dar mayor latitud al problema, procurando luego que las funciones
derivadas que se obtengan se correspondan con las del sistema (2).
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En este concepto, se puede escribir

, .0z - |96y 0Giaz . |06y 0Gyaz |, g |9G, 0G oz
FX+FZ@X+F61[ x Taoa|the o tm o |T e | T & ax

, .0z o |96y 0Gyaz . 106Gy  9G, az . |96,  0G, az

(4) Fy+F', +F61{—ay +_82 EY +F'g, ¥ +_5z Y Fs, EY 2 oy

Estudio completo de una clase especial de Integrales Singulares

El sistema (4) se identifica con (2), al cumplirse las condiciones que a continuacion se

expresan:

f aGl aGl az '
FG{W+7&}FGZ[

"oz oy

+aGlQi|+FIG2 |:_

0G, . 3G, & e [9G,

oX 07 X Gn| ox

G, G, & e [26,

oy oz oy Gn| oy
Fig, =0, F'g, =0

oG, az
0z OX

De suerte que al hallar los valores de G, G,---G, de estas funciones y sustituirlos en (1),

debe resultar una funcién sin constantes, y solo dependiente de las variables: esta ecuacion
constituye la integral singular de la ecuaciéon (1).

Sin embargo, pueden suponerse las constantes funciones unas de otras, por ejemplo, las
constantes G, G,---G,_, funciones de las dos ultimas G,_; y G,,, de modo que se tenga

siendo las funciones v, arbitrarias.

G, = \Vl(Gn—lan)v
G, = \VZ(Gn—lan )

anz =Wp-2 (Gn—lan )v
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En este concepto, el sistema (4) toma la forma siguiente:

Fy +F‘z%+(|:lcl 5(?3%1 +F', aac\lle +---+F' Wnr +F' j(%Jr%QJJF
n-; n-. _

C oV o Oy, . Wno 0Cq , Ch oz |_
+(Fclfn+|:c2a+"'+|:cn2 68n +Fcn X axn-i-a—zn& =0

] 52 1 a\Vl 1 6\V2 1 a\Vn—Z 1 aCn—l aCn—la_Z
Fy+F +(F +F +ot R, 8CrHJrFCn_l By t— Y +

2oy 1 Cy 20Cy 4
COWL e Wy o W oCp 0Choz)_
+(FC16Cn+F°2 aCn+ +F'e aC, +F' | Y + & oy =0

Este sistema se reduce al (2), con tal que se verifique

oV e N2 e e 0

45C,,  ®20C,, -2 5C, 4 Cn-1 -
' a\Vl [ a\IIZ ' aw -2 L—
Fclﬁ‘f‘lzcza‘f'""f‘l:cn_z acr:]n +Fcn—0

Entre estas dos ecuaciones y el sistema (5), se obtienen los valores de las n constantes,
resultando las n - 2 primeras funciones arbitrarias de las dos Ultimas.

Asi, pues, al sustituir estos valores en (1), se obtiene una solucion de dicha funcién,
tomando el nombre de integral general, cuando una sola constante es funcion de las n - 1
restantes.

Notable es el ejemplo siguiente que presentan algunos autores para apreciar la
multiplicidad de soluciones que una misma ecuacién puede ofrecer.

Sea la ecuacion
F(%Y,2,G1,G,)=(x=Gy)* +(y=Gy)* +2° -r?=0 ()

representante de varias esferas de radio r, cuyo centro se halla en el plano xy, y que pueden
variar de posicion segun sean los valores de las constantes G, yG,, siendo el radio el
mismo para todas las esferas.

La ecuacion entre derivadas parciales que corresponde a (1), se hallard tomando sus
derivados segun x € y; de donde resulta

x-G,+2% -0 y-G,+2% -0 (2)

28 oy
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Asi, pues, al sustituir en (1) los valores de G, y G, de (2), se tiene

(B (5] -

0 bajo otra forma mas reducida, y admitida por el uso,
(p2 +0° +1)z2 —r2=0 (3
Si suponemos ahora en (1), como integral completa de (3),

OF _

oF _
oG, 0

0 oG,

0 Sea

de donde
z=xr (4)

Este resultado, interpretado geométricamente, nos dice que se trata de dos planos paralelos

al plano xy, trazados a las distancias +r desde el origen de coordenadas, constituyendo
dichos planos la envolvente de todas las esferas imaginables de radio r.

Ademas, facilmente se demuestra que la funcion (4) es integral singular de (3), puesto que
la satisface.

En efecto, de (4), se deduce:

_oz _ _oz _
P=ax =" =5 =°

y al sustituir estos valores en (3), resulta la misma funcion (4):

22-r?=0
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Por ultimo, si se tuviera G, =y (G, ), esto supondria que los centros de las esferas seguirian

una cierta linea en el plano xy, determinada por la funcién y y al buscar la envolvente
correspondiente de estas esferas, segun el procedimiento general, ya explicado, respecto a
la eliminacion de constantes, obtendriamos una superficie llamada de canal, pudiendo
obtener varias de estas superficies, conforme fuese variando la funcion v, dando el
conjunto de estas superficies la integral general de (3), mientras que la solucion singular es
la envolvente general de todas las esferas, prescindiendo de las superficies de canal.

Estos son los procedimientos que se conocen para deducir integrales singulares de la
integral completa o general de una ecuacion entre derivadas parciales; empero a este punto
hemos de manifestar que el procedimiento particular que estudiamos permite deducir, de
un modo analogo a los anteriores, las integrales singulares, refiriéndose directamente a la
ecuacion diferencial, siendo preciso determinar, siempre, la segunda ecuacién diferencial a
la cual se refieren esta clase de integrales singulares, bien que en algunos casos particulares
pueden serlo también de la primera, y éste siempre y cuando la segunda ecuacién
diferencial se identifique con la primera, condicion que serd ya mas dificil de realizar
ahora, en vista de que las ecuaciones entre derivadas parciales son mas complicadas que
las ordinarias.

El primer ejemplo que vamos a presentar, se refiere a una ecuacion entre derivadas
parciales de primer orden y de segundo grado.

Sea:
xp? +yqZ +2x2p+2y2q+22=0 ()

Al generalizar esta ecuacion, consideraremos como si hubiesen dos constantes arbitrarias,
que expresen p y g; en este concepto se tiene:

F(x,Y,2,G,G)=xG?+yG?+2x°G +2y*G+z° =0 (2)

Luego al aplicar las formulas generales

60 v 6O
se obtiene
2Gx+2x% =0 2G'y +2y? =0
de donde

G=-x G=-y
Al sustituir estos valores en (2), resulta

C+yd—2x3—2y3+22=0
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0 Sea
22=x3+y* (3

La verdadera ecuacion diferencial, a que se refiere (3), como integral singular, se hallara
derivando (2), segun x é y, por ser éstas las variables independientes.

Asi, pues, resulta
G%2+4xG+2zp =0

G2+4yG+2zp =0

Al determinar G y G', se tiene

G=-2x+14x>-2zp  G=-2y+y4y?>-2zp

de donde sustituyendo estos valores en (2), se obtiene

X[SXZ —22p—4x\/4x2 —22p]+ y(By2 —22p—4y\/4y2 —22pj+2x2 (— 2x+\/4x2 —22pj+
+2y2(—2y+\/4y2 —22pj+ 22=0

Después de algunas sencillas reducciones, se halla

4x3 + 4y3 —2xzp — 2yzp — 224X — 22p —2y%J4y? —22p + 22 =0 (4)
Ahora, segun (3), al derivar, segiin x 0y, se obtiene

22p=3x>  2zp=3y?

luego, al tomar los radicales de (4), se deduce

\/4x2 —-2zp =\/4x2 —3x% =x

Jay?—22p = \Jay? —3y% =y

y por fin, al sustituir estos valores en (4), da:

4x3 1+ 4y3 — 2xzp—2yzq—2x3 -2y + 2% =0
de donde

2
x3+y3—zxp—yzq+%=0 (5)
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Esta es la verdadera ecuacion diferencial de la integral singular (3), puesto que queda
satisfecha por ella.

En efecto, de (3), se deduce
_3x 4 3y
P=37 =37

3,3 8,3 3.3, 2° _
X7 +y 2x 2y+2 0
y, segun (3),
3.2 3.2 _
22 22 =0

Igualdad que se convierte en una identidad.

Fécilmente se concibe que el valor (3), y el de sus derivadas, por ser todos positivos, al
sustituir en (1), cuyos términos son también positivos, no podran convertir la igualdad en
una identidad, razén por la cual cabe afirmar que la funcion (3), es integral singular de (5),
pero no de (1).

Pasemos ahora al estudio de una ecuacion entre derivadas parciales de orden superior al
primero.

Sea, por ejemplo,
Xp?r? + yg?s? + zpgt? + 2x%r +2y%s + 222t =0 (1)

en el supuesto, segun el uso, que r, s, t representen

0’z 0%z 0%z

ox2 oxdy g2
Al generalizar esta ecuacion, resulta
Xp’G? + yq?G2 +2paG"2 +2x°G + 2y°G'+22°G"=0 (1)
Al derivar, segiin G, G’ y G” se obtiene

2xp°G+2x> =0  2yg’G+2y?=0  2zpqG'+2z2 =0
de donde

G=_-X @g=_Y @g-_Z
p2 q2 pq
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Sustituyendo estos valores en (1'), se obtiene

XLy
p2 q2 pq p2 q2 pq
0 sea

x*q” +y®p? +2°pa=0 (3)
Esta ecuacion constituye la primera integral singular.

Interesa determinar, como en los casos anteriores, la ecuacion diferencial a que hace
referencia (3) como integral singular.

Comencemos, pues, por derivar (1" considerando p y g como funciones de x é .

p2G2 +2xprG2 + 2yqsG‘2+(p2q +2rq + zps)G"2+4xG +4zpG"=0

2xpsG? +q°G" % +y2qtG2 + (pq2 + 750+ zpt)G"2+4yG'+4zqG": 0
Estas dos igualdades, cabe expresarlas por las tres siguientes:
[pz +2xp(r+s)}G2 +4xG =0
[qz + 2yq<s +t)}G‘2 +4yG'=0

[pq (p+q)+zqlr+s)+zp(s+ t)]G"2 +42(p+q)G"=0
de donde

G 4x . 4y " 4Z(p+Q)

:_p[p+2x(r+s)] G:_q[q+2y(s+t)] 6 pa(p+a)+z{q(r+s)+ p(s+t)}

Al sustituir estos valores en (1), se tendra la verdadera ecuacion diferencial, a la cual se
refiere (3), como integral singular:

02 4x 2+ 2 4y 2+z 4z(p+q) 2_
o [p{p+2X(r+S)J g [q{q+2y(s+t)}} IOq[pq(p+q)+z{q(r+s)+ p(s+t)}}
—2x2 Ax PV I B ¥ 42(p +9) 0

plp+2x(r+s)]  ala+2y(s+t] — pa(pra)rzia(r+s)+ pls+1)}

Si derivamos ahora (3), segun x € y, resulta

3x2q2 +x32qs+ y32pr+ 2°rq+ 23 ps + 322 p2q =0

x32qt+3y2p? + y32ps+z3sq+ 23 pt+ 322 pg? =0
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Al sumar estas dos igualdades, se tiene
3x%q% +3y%p? + 2x3q(s+t)+2y°p(r+s)+ z3q(r +s)+ z>p(s +t)+3z%pq(p+q)=0
Empero, si derivaramos (3), considerando solo z funcion de x é y tendriamos
3x%9? +32%p%q=0  3y?p?+3z2pg? =0
Luego la ecuacion anterior, se reduce a
(2x3q+ 23 p)(s+t)+(2y3 p+z3q)(r+s)= 0
Igualdad que queda satisfecha, siendo

S+t=r+s=0

En este concepto los valores de G, G’, G” hallados anteriormente, se reducen a

G:_ﬂ GI:__ GII__ﬂ

p? q° Pq
los cuales, sustituidos en (1'), dan

16x°  16y°  167° 8x° 8y
p2 q2 pq p2 q2 pq

Y después de toda reduccion
quz + yspz +23pq:0

Ecuacion igual a (3); luego se puede asegurar que esta Ultima igualdad es la integral
singular de la ecuacién diferencial (A), puesto que la satisface.

Si pasamos ahora a la segunda integral singular, o sea a la que resulta de (3), tendremos al
generalizar

x3G2+y3G? +°GG'=0 (3)
Derivando, segun las constantes, e igualando los resultados a cero, se tiene

2x36+2°6=0 2y’G+73G'=0
de donde
3 3~
, G 7°G
O] e 23 ()
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Si en (3") sustituimos el valor (4), resulta

X

6032 3
32 G6 +y362 - 261 (;-;:0
4x 2X
luego
4x3y® -2% =0

Si en cambio, sustituimos en (3') el valor (5), se tiene

%G _

3 =0

612
3621yl z G6 _A3c
4y 2y

de donde
43y -2°=0 (6)

Resultado la misma ecuacion anterior, la cual constituye la segunda integral singular de la
ecuacion primitiva, y si bien (6) no satisface a (3), por las mismas razones que hemos
deducido en el caso anterior, con seguridad debe satisfacer a las ecuaciones que resulten de
derivar a (3') segun x é y después de eliminar las constantes. En efecto, de (3'), se obtiene

3x%G'?+322p GG =0

3y2G2+3z2qGG=0
de donde

Sustituyendo, respectivamente, estos valores en (3'), resulta
2*xp? +y3x%* -2°p=0--- (7)
2'yq* +y*x* -2°p=0--- (8)

Estas dos ecuaciones deben quedar satisfechas por (6).

En efecto, de (6) se deduce

\g

N
Il
N
o
>
N[
<
N[
o
Il
N
ol
N~
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Sustituyendo estos valores en (7), se tiene

x3y3 n y3x2 —2x2y3 -0
luego
0=0

Si consideramos (8), también quedara satisfecho por los valores de (6).

gzzllx 2.3 §§§llx%
3 31X _A6y2y246 = X% _
4xyy44y+yx 4xy42l0
y2
x3y2 n y2x3 2x3y2 -0
de donde
0=0

Asi, pues, cabe afirmar que si (6) no es integral singular de (3), lo es de (7) y (8).

De un modo analogo podriamos continuar haciendo el estudio de ecuaciones mas
complicadas que las anteriores; pero consideramos por demés aumentar el nimero de
ejemplos, puesto que el procedimiento seria el mismo siempre, solo teniendo presente que
al generalizar las ecuaciones diferenciales hay que derivar segin X, y, z, p, I..., €tc.,
extendiendo el circulo de accion a medida que aumenta el nimero de constantes.
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\Y
ESTUDIO DE UNA CIERTA CLASE DE INTEGRALES SINGULARES
PARA CUANDO LAS VARIABLES SON IMAGINARIAS

Las integrales singulares referidas a variables imaginarias, a la par como en la cantidad
real, se pueden deducir de la integral general, asi como de la ecuacion diferencial
correspondiente.

En el primer caso se presenta otra vez el estudio de las involutas y envolventes, si bien bajo
un punto de vista mas general que el correspondiente a la cantidad real.

Supondremos un caso particular para aclarar ideas.

Sea el movimiento de la variable independiente z en su propio plano, describiendo
circunferencias correspondientes a la ecuacion

(x=GP+y?=r> @
siendo 0 el polo y ox el eje polar.

El valor del radio vector oa, por ejemplo, puede obtenerse mediante el paso de
coordenadas cartesianas a polares. Asi, la ecuacion (1) se transforma en

(pcos®—G)? +psen? 0 =r?

p=Gcos0+Vr2—G?send

Esta expresion podia obtenerse directamente de la figura 10, pues

oa=o0b+ba=GcosO+Vr2—G2sen’0 =p

Luego la férmula de la variable independiente es

z :pee‘E ={G cos0+Vr? —stenz(%}ee‘/jl 2)

de donde

Si la funcién  se enlaza con z, bajo la forma o= z? resulta:

2
mz[Gcose+\/r2 —stenze} e20V1 ©)
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Figura.10

Ahora bien, se comprende que suponiendo la variable z que describa diferentes
circunferencias de radio r, teniendo todos los centros en puntos del eje x, o del eje polar,
segun la ecuacion dada (1), estas circunferencias daran lugar a una envolvente en el plano
de la variable independiente, asi como tendremos otra envolvente en el plano de la funcién,
producida por la serie de lineas pertenecientes a la ecuacion (3), y que guardaran relacion
con las de la ecuacion (2).

Para tener la envolvente en el plano de la variable independiente, derivaremos (2),
segun la constante G, e igualando a cero el resultado, esto es,

G?sen?0

Vr2 —G2%sen?0

G=rcoto

cos0— =0

de donde

Este valor, sustituido en (2), da los puntos que corresponden a la envolvente de los
diferentes circulos de radio r, esto es,

z =(rcot(9cos(9+\/r2 —r?cot?sen? OJ g0V =ﬁe6‘/j1

Luego, para que el madulo de z sea
r

sen o
es preciso que ob = r sea perpendicular a oa, porgue solo en este caso, se tiene

r=pseno
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Asi, pues, al variar la constante G de la ecuacion (1), resultan diferentes circulos cuya
envolvente serd la linea que une los diferentes puntos b, b'...., 0 sea una recta paralela al eje
polar a la distancia t; y para los valores negativos de 6, otra recta envolvente de las
circunferencias por la parte inferior a distancia -r del eje x, o eje polar; estos resultados, se
armonizan completamente con los obtenidos para cuando la variable era real.

Si pasamos ahora a la funcion o=z?, por cumplirse las condiciones, no solo de
monogenidad, sino todas las demés que se requieren para que la funcion pueda
considerarse holomorfa, cabra suponer otra envolvente en el plano de la funcion, conforme
a las diferentes involutas originadas por las del plano de la variable independiente.

Asi se tiene que para cada valor particular atribuido a G, resultard una linea en el plano de
la funcion, segun la formula (3).

De suerte, que segun el procedimiento general explicado para encontrar la envolvente de
todas estas lineas en el plano de la funcion ®, basta derivar (3), segun G, igualando el

resultado a cero, eliminando luego la constante G entre esta Ultima ecuacién y (3).

b b’
3 T T
27 s, o= \ R
5 ! o “
Jof ' » { ;
r”’ ’ ! l\ ' \\
«” ‘ N . 3
a8 | b C i !
} +
] o ¢ !
. [ ]
\ ¥ ’
. )\ 4
" // “ ’:’
.“----' ‘‘‘‘‘‘‘ /
Figura.11

Asi resulta

2
Z[Gcoseﬂ/mj cos@— —Gsen’ o 02001 _ g

Jr2 —G2sen?0
y para que se verifique esta igualdad, se tiene

Gsen?0

Vr2 —G2%sen?0

cos0— =0
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Igual condicidn que para la variable independiente; de modo que al sustituir en (3) el valor

se obtiene
2
(D:( r j 02001

seno

Esta es la ecuacion de la envolvente en el plano de la funcion.

La figura siguiente manifiesta como puede construirse dicha envolvente, determinando las
involutas en el plano de la funcion, correspondientes a las del plano de la variable
independiente, para lo cual no hay mas que escoger la unidad lineal, y luego, por medio de
terceras proporcionales, determinar los cuadrados de los mddulos de la variable
independiente, cuyos cuadrados seran los madulos respectivos de la funcién, los cuales
deberdn colocarse en argumentos dobles de los que corresponden a la variable
independiente.

T 4 £ 13

Después de estas breves consideraciones acerca de la relacion intima que existe entre la
funcion y la variable independiente, para cuando las variables son imaginarias, vamos a
deducir integrales singulares de la integral general, o de la ecuacion diferencial.

El primer caso no ofrece dificultad alguna. Sea, por ejemplo,
0—-236+7°G?*=0=F(z,0,G) (1)
como integral general de cierta ecuacién diferencial.

Segun los principios que preceden, para determinar la integral singular de (1), se tiene

oF _ .3 4 _
G 2°+22°G=0
de donde
_1
G= 22 2)
Al sustituir este valor en (1), se obtiene
m=%z2 3)
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Esta ecuacion constituye la integral singular de la ecuacion diferencial correspondiente a
(1). Si se quisiera obtener dicha ecuacion diferencial, deberiamos derivar (1), segun la
variable independiente z, de donde

w'=322G-47°G? (4)

el valor G de esta igualdad es

-— ©

luego al sustituirlo en (1), se tendrd inmediatamente la ecuacién diferencial pedida,
dependiente de w’.

Digno de mencidn es, segun la teoria general explicada ya para cuando las variables eran
reales, que la ’ de la ecuacion diferencial, y de la integral singular, deben corresponderse;
0 que si se sustituye en la ecuacion diferencial el valor ’, que corresponde a la integral
singular, debe transformarse la ecuacion diferencial en la integral singular.

Aplicando este segundo procedimiento en el caso presente, tendremos que la derivada de
(3) es:

1
o= 5 z
valor que, sustituido en (5), da
_3,1_1
G= 82 8 22

Y como quiera que esta expresion es igual a (2), naturalmente se comprende que sustituido
otra vez en (1), reproduzca la misma integral singular (3), lo cual nos justifica la igualdad
admitida entre las derivadas o’ de las dos ecuaciones anteriormente supuestas.
Consideremos ahora el caso mas interesante: deducir la integral singular de la ecuacion
diferencial, aplicando de un modo analogo el mismo procedimiento que hemos empleado
al tratar de variables reales.

Nos concretaremos a presentar tan solo dos casos:

1. Considerando una ecuacion diferencial de primer orden; y

2. Siendo la ecuacion diferencial de orden superior al primero.

1° Sea la ecuacion:

220?210+ 0? +22=0 (1)
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Al generalizarla, segun ’ se obtiene
7°G?+2:G+ 0’ +2° =0=F(z,0,G) (1)

Segun la férmula %:0, resulta: 2z°G +2z=0

de donde
= _l
G= . (a)

Al sustituir este valor en (1'), se halla
o’ +22=1 (2)

Esta ecuacion constituye la integral singular de cierta ecuacion diferencial que podra
corresponder con (1), segun se identifique o no con ella.

Conforme al método que venimos desarrollando para encontrar esta segunda ecuacion
diferencial, de la cual (2) es su verdadera integral singular, bastara derivar (1'), como
siempre, segun la variable independiente, que aqui es z; luego

22G? +2G + 2000+22 =0
de donde

Go_1 +\/ 1 4dow'z+47°

22 7 \ 422 47?
Al sustituir este valor G en (1'), tendremos su ecuacion diferencial.
Ahora bien, segin el ejemplo precedente, la derivada ®’ de la ecuacion diferencial

segunda, y de la integral singular, deben ser iguales, de modo que al sustituir el valor ®’ de
la integral singular, o sea:

en (3), correspondiente a la ecuacion diferencial, debe aparecer el mismo valor para G, que
nos ha conducido a la integral singular.

En efecto, de (3) resulta

boyx—L 74477
G=—7+ - 0 =—

1y
2z~ 472 47? 2z

1
2z
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Se comprende que no se puede utilizar el primer valor, quedando tan solo el segundo, que

es G:—%, siendo este exactamente igual a (a), conforme nos habiamos propuesto

demostrar.

Facilmente se alcanza que la primera ecuacion diferencial no queda satisfecha por (2), pues
al sustituir en (1) el valor o'= —é, deducido de (2). se obtiene

4 52
2—2—2i+c02+22=0
® (O]

expresion que siendo »? +z% =1, no puede reducirse a una identidad.

2° Ejemplo. Sea la ecuacion diferencial de segundo orden
220?220+ +2%0'=0 (1)
Al generalizarla, segin ®", se obtiene

2°G? + 220G + 02 +7°0'=0=F (z,0,0,G) (1)

Para obtener la integral singular, como siempre, consideraremos

oF _

26 70
de donde

27°G +2z0=0
0 sea
6=-2 (a)
Sustituyendo en (1)
2 2
729 279 L w?+7%w'=0

Simplificando, —? + @®+z%0'=0 (2)
Esta es la integral singular.

Al derivar, segun z, para obtener la ecuacion diferencial de (1), se tiene

27G? + 2(0+z0')G + 20 "2z +2%w'"=
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de donde

2 n
p (m'co"+2co'+z 2“) j
Go_ O+ | (®+ij B 4z (3

227 2z 472

Sustituyendo este valor G en (1), se tendra la verdadera ecuacion diferencial, de la cual es
integral singular (2). Y para demostrarlo bastara ver, como en el ejemplo anterior, que este
valor de G, que se acaba de obtener corresponde con el de (a), en el supuesto de que "
sea el mismo para (3) y (2).

En efecto, al derivar (2), resulta

—200+20' 0 +220'+2°0"'=0
0 sea

2 "
m'oa"+2co'+—z 2(0 =o'

De modo que, segun (3), se deduce

20”? ~4700"

G=_m+zw‘+ o’ + 2070'+7
2z 47°

Deduciendo y tomando el signo inferior, se ve como este valor G puede corresponder
con (), resultando G =—%; todo lo cual nos confirma que (2) es la integral singular de

la segunda ecuacién diferencial.

Podiamos haber determinado la integral singular (2), resolviendo la ecuacion (1), segun
" y en el concepto de que las dos raices que se encuentran fuesen iguales

N

|2 2I
+ oa_co+22m

z 72 z

" (D
o'=—=

de donde

— 0’ +0%+2%0=0 o'=-2-G

ecuaciones iguales a las halladas (2) y (a).

Estos resultados nos demuestran, por ser "= G, que la integral singular lo es también de
(1). Por fin, aun cabe determinar una segunda integral singular, generalizando (2).
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En efecto, se tendra
—0*+G?+7°G=0=F(z,0,G) ()

Luego, segun lo que precede,

OF _o- 2
aG—O—ZG+z
de donde
2
-z
G= 2
Al sustituir este valor en (1"), se obtiene
4 4
0 sea
- @)
O =

Esta ecuacion forma la segunda integral singular.

Para hallar la ecuacion diferencial correspondiente a (1"), de la cual (2") es su verdadera
integral singular, empezaremos derivando (1) segun z.

—200'+22G =0

sustituyendo el valor G en (1"), se tendra la ecuacion diferencial

2 .2

+Zom'=0

la cual se puede expresar por

o’0?+200+0°2° =0 (b)

Esta ecuacion corresponde con (27), pues al derivar ésta da

1 23

W= —%
cuyo valor, sustituido en (b), atendiendo a (2"), se obtiene
6 6 6
A AR AN
7270

0 sea
0=0
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Identidad que nos dice que (2°) es la integral singular de (b), asi como féacilmente se
concibe que no lo es de la ecuacion (2), pues al sustituir en ella los correspondientes
valores de (27), no la pueden transformar en identidad.

Despues de lo expuesto, damos aqui fin al estudio de las integrales singulares, tomadas en
el sentido de que su derivada corresponda con la de una cierta ecuacion diferencial,
principio que seguramente podria aplicarse en otros casos que no se manifiestan en la
presente Memoria.

Madrid, Marzo - Noviembre 1910
Lauro Clariana Ricart
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