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iendo de tanta trascendencia hoy, el estudio de las determinantes, vamos
aplicarlas en algunas cuestiones geomeétricas, procurando detallar en todo lo que sea
posible los cambios y operaciones que hay que ejecutar en las transformaciones, a fin de
hacerlo asequible a los que no han tenido todavia ocasion de dedicarse a esta clase de
estudios.

Area de un triangulo en funcion: 1° de las coordenadas de sus vértices; 2° de las longitudes
de sus lados.

% Determinemos primero el area del triangulo A;A,A,
Ay en funcion de las coordenadas (x,y; ) (X, Y, ) (X3 Y3 )de
sus vertices respectivos.

Segun se desprende facilmente de la figura adjunta
resulta, Ilamando S la superficie del tridngulo,

S= (X3 - X1)(Y3 + Y1)_%(X2 - X1)(Y2 + Y1)_%(X3 - Xz)(Y3 + y2)

N[

0 sea
25=X3Y3 =X Y3 + X Y1 — X Y1 =X Yo + X1 Yo = Xo Y1+ XaY1 —XgY3 + XYz —XgYo + X5 Y5
simplificando y ordenando debidamente estos términos se obtiene:
25=(%Y3 —Xg¥2 )~ (X4Yz —Xa Y1)+ (xa¥2 =% Y1) (o)

Si tomamos , ahora, la determinante general:

a b ¢
aQ b :al(b2c3 —b302)+a2 (b3c1—b1c3)+a3 (b.LCZ —Clbz)
a by c

comparandola con la siguiente, facil es ver que resulta el segundo miembro de la igualdad

(a).
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L X Y
L X Y
L X, Vs

Luego podremos escribir definitivamente:

L X, Y
25=1 X, Y,,
L X Y,

Area doble del triangulo bajo la forma de determinante y en funcion de las coordenadas de
los tres vértices de dicho triangulo.

Determinemos, ahora, el area del triangulo en funcion de sus tres lados. Para esto habra
que modificar la ultima determinante hallada. Ella permite ser escrita de las dos maneras
siguientes:

1 O, 0O, O, 0, L 0O, O,
2820’ L x5 v 28=—:L 0, xx %
0, L % Y 1L, 0, X, V¥,
0, L X3 Vs L, 0, X3 VY3

Multiplicando estas dos determinantes, tendremos:

1.0+0.1+0.0+0.0, 1.1+0.0+0x+0.y;, 1.1+0.0+0.% +0.y,, 1.1+0.0+0.x3+0.y,

00+1.1+%.0+Vy,.0, O0.1+1.0+X.X+VY.Yy, O0.1+1.0+X%.% + V.Y, 0.1+1.0+%.X5+Y;.Y5
_0.0+1.l+x2.0+y2.0, 0.1+1.0+ %X +Ys.Yy, O0.1+1.0+ %% +V¥,.Y,, O0.1+1.0+X,.X5 +Y,.Y3

0.0+1.1+x%3.0+Yy5.0, 0.1+1.0+X3.% +VY3.Y;, 0.1+1.0+X%3.X +VY3.Yo, 0.1+1.0+X3.X3 + VY3.Y5

482 =

Estos valores reducidos dan:

0, 1 1 1

42 L X2+ Y2, Xp Xy + VoV, Xa X+ YalYy
L XX +Y1Ya, X5 +Y5, X3 X +Y3.Y,
L XX3+Y1Ys, Xp-X3+Y7.Y3, X5 +Y5
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Multiplicando las tres lineas horizontales por -2, luego dividiendo la primera columna
vertical por -2, la determinante queda multiplicada por 4, resultando:

O! 1; l; 1

) 1 _2(X12+y12)’ _2(X2'X1+y2-y1)' _2(X3-X1+y3-y1)
165" =—

L 200+ Yy,) —20E+yE) —2(% + YY)

L, =20 X+ YyYs) —2(XpXs + Yp.Ys ) —2(x§ + y§)

Si agregamos, ahora, a las tres lineas horizontales Ultimas, la primera sucesivamente
multiplicada por:

2 2 2 2 2 2
Xty X5 + Y7 X3 t+Y3
se tiene;
0, 1 1 1
e b b edled R 2bemevn)ed o -20am v ed +f
L —2(xqX +y1Y2 )+ XE +y3, —2(X§+y%)+><§+y§, ~2(x3.Xp + Y3.Y2 )+ X3 + Y5
L 20Xz +Yy1y3)+X5 +y3, —2(xpX3+Yo.y3)+ X5 +V3, —2(X§+y§)+><§+y§

Si a las tres columnas verticales Ultimas, agregamos por fin la primera multiplicada
sucesivamente por los mismos factores de la determinante anterior, se deduce:

0, 1 1 1

1652:—l —2(xf+yf)+2(xf+yf) 200 Yo )X YR YR, —2(Xg X+ Ve ya )+ X+ YR xR YR
L —2(xu X + VyYo )+ X2 + Y2 +x2 +y2, —2(x22+y§)+2(x22+y22) —2(Xg Xy + VYo )4 X2+ Y2 42 + Y2
L —2(x X+ YyYs )4 X+ Y2432 +y2, —2(XpXg + Yo ¥s )+ X2 + Y2 432 + Y2, —2(x§+y§)+2(x§+y§)

Si llamamos d, ,,d; 5,d, 5 los lados respectivos AA,, AJ/A;, A,A; del tridngulo
dado; siendo:

di , =(X1_X2)2+(Y1_Y2)21 dy 3 Z(Xl_xa)z +(y1_Y3)2’ d; 5 Z(Xz_X3)2+(Y2_Y3)2

simplificando y haciendo las sustituciones debidas en la Ultima determinante resulta
definitivamente:
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0, 1 1 1

les It 0, dy, 0,
1’ d2.l7 0’ d2.3
:L d3.l' d3.2' 0

Determinante que nos da el area del tridngulo en funcidn de los lados del mismo.

Antes de terminar vamos a presentar otra aplicacion muy curiosa de las determinantes al
triangulo y que esta intimamente enlazada con lo que precede.

Para esto tomaremos el punto de origen en el centro de la circunferencia circunscrita al
triangulo; segun el primer caso que llevamos estudiado podemos escribir:

"y 1
2S=|x" y" 1
x"oym o1

Xy R

2SR ={x" y" R

y también

~2SR=[x" y" -R

multiplicando estas dos Ultimas determinantes, se tiene:
XIXI + ylyl _ RR’ XIXIl + ylyll _ RR, XIXIII + ylylll _ RR
_482R2 — XIIXI + yIlyl _ RR’ XIlel + yIlyll _ RR’ XIIXIII + yIlylll _ RR

XX" +yy" —RR, X" +y"y" —RR, x"x" +y"y" —RR
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A de la figura adjunta se desprende:

z e x Py -y ple-Le?

mas por otra parte se deduce:

~2e-x Py -y) Pl=- L[z 2305 2 1y 2 w29y g2 )|

:—%(—ZXIX" _2ylyll+2R2)= Xlel+ylyll_R2
luego:
XIXII + yIyll _ R2 — —%CZ
De un modo analogo se obtiene:
XXlll+yylll_R2:_%b2, XX|||+yy||l_R2=_%a2

Haciendo, pues todas las reducciones y sustituciones debidas en la Gltima determinante se
deducen:

0, —%cz, —%bz

_ga2p2_|_L1.2 1.
4S°R ¢ 0, 54
T

1 1. 1,2
-=.0, -= -=b
27 2 2
aspe |l 14y _1.
4S°R° = 2c , 2.O, 2a
1,. 2 1
_Eb, __a, _E-O
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luego:

_4stR?=—1¢?, 0, a?

0]

comparando esta determinante con la general, tendremos:

&, b, ¢

a,, bzi C|= ai(bZC3 - bzcz )+ a, (b3cl - b1C3)+ as(blcz - Clbz)

c?, 0, a?’|=2a%%?

Luego
—45°R?% = —%x 2a’b’c?, osea 16S°R?=a’bh’c?

abc.
4S
geometria elemental, la cual nos da el radio de la circunferencia circunscrita al triangulo,
en funcidn de los tres lados del mismo, y de su area.

Despejando por fin el valor del radio se obtiene: R = Formula importante de la

Tarragona a 10 de Noviembre de 1879
Lauro Clariana Ricart



