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egun Legendre, se da el nombre de integrales eulerianas a las dos integrales

1 0
J' xP(L-x)"dx, J' e ~*x"dx
0

0

siguientes:

La primera, conforme la notacion de Bimet, se designha por B(p,q), y se llama integral
euleriana de primera especie. La segunda, Legendre la representa por el simbolo I'(n), y
forma la integral euleriana de segunda especie.

Ante todo vamos a transformar I'(n), suponiendo que x=y’, de modo que:

F(n)=J‘ e‘Xx"‘ldx=j ey 22y dy=ZI ey dy. (A)
0

0 0

Si en vez de n suponemos p Yy g, referidas a las variables y, x, tendremos:

r(p)= ZJ ey dy,
0

F(q):ZJ‘ e x2 dy,
0
multiplicando estas dos igualdades, resulta:
[ ) e
I“(p)l“(q):4j j N T )
0 0

Ahora nos conviene, en esta integral multiple, trasformar las coordenadas rectangulares en
coordenadas polares, y para ello recordaremos las formulas generales de transformacion
aplicadas al caso particular de dos variables.

y COMoO X =r c0sO, y =r seno, luego:
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dx _ dx _ dy _ dy .
dr—cose, q0° rseno, dr—sene, =rcos0;

sustituyendo estos valores en (B), en el concepto de que U venga expresado por:
e‘(xz+y2)y2 P1x29 se tiene:

r<p>r<q>=4j j oyt gy gy

0 0

4j I (r cos?+ rsenze)xe‘(r2°°529”25"”29)><(rsene)zp’lx(r cosd )" 'drd 6
0 0

Consideramos esta integral doble expresada por el producto de dos simples: la primera
referida a la variable 0, en cuyo caso los limites o y 0 de la integral se transforman en g y 0,

como es facil de comprender; y la segunda integral referida al radio vector r, que es la otra
variable: luego

z o

2 2
sen?’*9cos’ 0 d OXZJ- e r2PHdr (C)

0

F(p)F(q)=2j

0

Si comparamos esta segunda integral con la segunda expresion de Euler, después de
modificada, segun viene expresado en (A), se comprende que la integral:

0

ZI e " r2praigy
0

se exprese por I' (p + q). Mas la primera integral:

2
ZJ sen’”0 cos*" 0 do

0
se puede descomponer en:

2
I sen’” 29 cos’20 x 2send cosd dd (D)

0

de modo que si suponemos: sen*d = x, se deduce:
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senf = x%, cost = (1— x)%

2p-2 E 1 2q-2 E -1
sen’®?0=x 2 =x""', cos?0=(1-x) 2z =(1-x)",
2sen0coso = dx,

cuyos valores sustituidos en (D), dan:

z 1
J- *sen?P2 0 cos?™20 x 2send cosh do :I x"H1-x)"dx (E)
0 0
1

Hay que advertir que los limites gy 0, se transforman en 1y O pues de sen® = x2 resultan,

siendo seng =1y send =0, losvaloresx=1yx=0.

Ahora bien, facil es ver que la integral (E), no es mas que la primera de Euler, cuya expresion
ya hemos designado en un principio por B(p,q); luego sustituyendo todos los valores hallados
en (C), se obtiene definitivamente:

['(p) I'(q) = T'(p + q) B(p,a) ,

y por consiguiente:

T'(p+q)

Igualdad que nos pone en relacion las dos integrales eulerianas. Esta expresion permite
resolver problemas de alta trascendencia, tanto en la Geometria como en la Mecéanica.

Tarragona a 10 de Mayo de 1881
Lauro Clariana Ricart



