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in duda que los notables trabajos de Lobatchefsky, Gauss, Bolyai,
Riemann, Helmholtz, Beltrami, Cayley, Cassani, Konig, contribuyeron mucho a que M.
Tilly desarrollara la geometria general, la cual, segin frase de M. Houel, constituye la alfa
y omega de la Geometria.

Vamos, pues, a dar algunas nociones de Trigonometria, fundandonos en esa geometria
general, para cooperar al conocimiento del espiritu matematico que domina en los tiempos
modernos; y para ello, seguiremos las huellas de M. Tilly, esperando hacer algunas
aclaraciones, o detallar algunas formulas de la teoria, para su mayor inteligencia.

Al buscar, este distinguido matematico, los fundamentos de la geometria, considera la
nocion de distancia como el axioma primordial de la misma, y como divida la distancia en
ideal, racional y fisica, halla en la racional el origen o la confirmacion de los tres sistemas
posibles de la geometria, correspondientes a las tres funciones analiticas siguientes:
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(1), correspondiente a la geometria de Euclides, o sea la usual; (2) y (3) referidas a la
simple y doblemente abstracta, segln los conceptos de Gauss y Riemann.

Asi, pues, la trigonometria cabe considerarla también en el triple concepto de usual,
simplemente abstracta y doblemente abstracta, para cuyo desarrollo conviene antes
manifestar algunos principios generales.

La equidistante de una recta, llamada base, es una linea situada en el plano que contiene
dicha base, y cuyos puntos distan de ésta la misma cantidad, llamada altura. En la
geometria usual la equidistante de una recta es otra recta; en la geometria simplemente
abstracta, constituye una curva especial; y en la geometria doblemente abstracta es un
circulo.
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Se conviene en representar por eg.a, la relacion de la longitud de una porcion de
equidistante de altura a, a su base.

Pasemos ahora, al estudio de las propiedades de los tridngulos.

Primera propiedad de los triangulos rectangulos:

Sea el triangulo ABC, rectangulo en A: si éste
. B gira alrededor del punto C, de modo que el punto
E A, se mueva en el sentido AB, llega en A', cuando
el punto B, alcanza B'": Proyectemos AA'y BB',
A A sobre AB, segun AA' 'y BB'. Al suponer un
At C movimiento indefinidamente pequefio, se tiene:
AA"=AA', BB"=BB'senB,
De donde
BB" BB'
lim=— =lim=—senB
im- = lim—r

Pero el limite de la relacion de las cuerdas BB'y AA!, es igual a la de los arcos; y estos
ultimos es igual a la de las circunferencias completas. Asi, pues,

. _BB" _circa
lim AN circbsenB

Por otra parte debe suceder que: Ilm[ BB") 1

AA"
luego
C'rcasenB 1 0 circb=circa.senB
circh
Segunda Propiedad:
Si se hace resbalar el triangulo a lo largo de su base
B B ___________ AC, de tal modo que el punto C se mueva hacia el
exterior del triangulo, llegard en C', cuando el punto B
B Ilegue en B', sobre la linea equidistante BB'": proyéctese
BB'y CC' en BC, resultando BB" y CC". Al limite se
o ¢ | tendra:
¢
«¢ BB"=BB'senB, CC"=CC'cosC
ccr CC'\cosC . BB' _ cC'_ 1
lim==; BB" Ilm( BB )senB ; Y COMO Se supone —~; cC =eq.c, se tiene: lim==- BB eqc
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CC" 1 cosC cc" 1 cosC _

D li = im== =1, | — =1

e donde lim BB" ~ 2qC senB’ pero lim BB 1, luego eqcsenB L 0 sea
_ cosC

®4C=enB "

De esta segunda propiedad pueden deducirse relaciones importantes entre las
circunferencias y las equidistantes. De lo anterior resulta:

senB = C|_rc.b . senC = circc
cica cica
eq.b.circ.c eq.c.circb
cosB =eqbsenC :q.—, cosC =eq.csenB:q.—
cir.a circ.a
y COMO
sen® B+cos® B=sen’ C +cos’ C
se tiene
.2 2 " -2 28 Airn2
circeb L& bcirc“c _ circc L ga’ccire b
circ’a circ’a circ’a  circ’a
luego

circ’b _ circ’c
1-eq’b 1-eqg’c

cuya relacion se puede igualar a una constante M, resultando para un valor x cualquiera,

s
eqX:,/l—% 6 circx=yM{L-eq?x) (1)

Tercera y cuarta propiedad de los tridngulos rectangulos.

Sea la relacion circb = circ.asenB :ahora de la formula (1) resulta circ.a =+ Mil—eqzai
sustituyendo este valor en la expresion anterior, se tiene:

circ?h = M (L-eq?a)sen® B

y como
_ circ’h
1-eq’b’
se obtiene:
1-eq’b= (1— eqza)sen2 B.

0 sea

1- g:ri g = (1— eqza)sen2 B
de donde:
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eg.a=cotBcotC =eqgbeqc.

De esta consecuencia resulta con facilidad la relacion general entre la circunferencia y su

radio.

Consideremos un punto B sobre una circunferencia de
radio R, en que A, sea otro punto cualquiera.
Supongamos que el punto A, permanezca fijo, y que el
punto B, se traslade en B' si AB = ¢, resulta;

AB'=¢ + do
Proyéctese ahora B' en B" sobre la recta AB, y en su
limite el triangulo BB'B", dard: BB" = BB' senC,
porque el &ngulo B', tiende a C.
Atendiendo, luego, a las cantidades que difieren entre
si infinitamente poco, llevando el valor a su limite, se
deduce:

BB'=dxCirCR y d(szB":dxCirCRsenC

21

Ahora, el triangulo AOD, da: eqR =cotC cot% ;ysi eqR=R", setiene R'=cotC cotX

0 cotC= R'tg%: y como senC =

dxcircR  circ.R

21

2
1

/ 2.2 X
1+R* tg >

, resulta;

X
d>

do =
2n\/l+ R

Para determinar la integral de esta

(x)

2 42 X T 2 42 X
tg§ \/1+R tg§

expresion, basta modificar ésta del modo siguiente:

X 4 X X 4 X
do = circR cos3d3 _CircR cos3d3 _
T 2X |, B2can? X T 2 X 2 X 2 2 X
\/cos 2+R sen” 5 \/cos 5 +sen 2+(R l)sen >
X 4 X o2 X 4 X
_circR cos§d§ _circR 1 R _1C°S§d§

T \/1+(R'2—1)sen2§ T \/R'Z—l\/1+(R-z_1)Sean

Ahora si VR?—1senZ =r, resulta: do =

2

2

circR 1 dz
T JR2-1 1+ 22
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y COmMo
dz 2
S =I(z+\/1+z )+C,
V1472
luego:

o="2 r;:.R L/Rlz - I(\/l-i- (R'2 —1)sen2 % + (R'2 —1)sen2 %j:l +C

Podriamos determinar esta integral bajo otra forma, pues tomando la expresion:

d X :
(n) do = 2 circ.R
| 22X T
1+R" tg 5
resulta:
X 4 X / 2 X
do = CIrCR coszd 2 _circR 1-R*d Sens
= X \/1 R* 2 2 X
2 2 —R' 1
\/1—(1— R )sen > n \/1—(1— R )sen >
luego
: arc.senvl—RZ senX
_ circ.R y 2 i C
n J1-R?

Tomando en las dos integrales, limites entre 0 y 2R, se tiene:

. . 2
R~ _CircR I(R'+ /—R.z_l) 6 2R CircRarcsenvi-R
n/R?-1 T J1-R?

2nRVR"?-1 . . _ 27RY1-R%
obien circ.R=
IiR'+\/ R'2—1) arc.seny/1-R"

Si R' = 1, que es la condicion necesaria para la geometria usual, las dos integrales
anteriores se reducen a circ.R = 2nR. (o)

de donde

Circ.R =

Apliguemos de una manera breve estos principios a las tres trigonometrias
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TRIGONOMETRIA DE EUCLIDES, O USUAL

2
Condicidn precisa: eq R =1, luego la ecuacion: eq.R = ,/1—0"MLR , corresponde a M = o

Ademas por lo dicho en (o), se tiene circ R = 2xnR. Y las tres formulas generales halladas:

cosB

circb=circasenB, egb= senC

ega=cotBcotC =egbeqc

se transforman en:

2nb =2ma.senB, l:@, 1=cotBcotC
senC

0 sea:

b=asenB, 1= w, 1=cotBcotC
senC

de cuyas dos ultimas resulta:

senC =cosC, cotC=tgB
de donde

_n
B+C—2

TRIGONOMETRIA SIMPLEMENTE ABSTRACTA
CORRESPONDIENTE A LA GEOMETRIA DE GAUSS

i 2
Condicidn precisa: eq. R=R" > 1, luego la ecuacion eqR = 1/1—C'rMLR , prueba que M es

negativa: supéngase M = —4 A? y se tendra:

2
1+C|rc R;

RI:
4 A2

combinando ahora esta igualdad con:

R'2 -1

R+ VRZ 1)

circR=2 =R
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se obtiene:
circR
circR=2nR 22A -
circ’R circR
I[\/1+ AN + 5A j
0 sea
R [ |, circ®’R , CircR
A—I( 1+ AN + oA ]
de donde
nR -2 H
A _ circ°’R circR
e 1+ 402 + 5A
0 también
nR H -2
‘A _CIrcR _ circ’R
e 5A 1+ 402
elevando ahora al cuadrado:
e% —Ze% circR | circ’ R _ 4, Circ?R
2A 4 p? 4 N

luego:
R R
circR:A(eA —e Aj
En cuanto R', resulta:
1( ™ =R
R'=eqR=§(eA +e A]

Formulas que se reducen a circR = 2R, eqR =1, cuando R, se considera indefinidamente
pequefio 6 A = oo, pues tomando la férmula:

®o
RzA[eA —e A]

por A = o resulta cox0, cuyo valor determinaremos considerando las derivadas
respecto A :
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_mR A TR A R R
eA—e A A2 A2 _nRe” +nRe A
1 B 1

y si A =0, se obtiene circ.R =2 nt R; y por el mismo valor de A = co también se obtiene;
1 R R
eQRzR':E(e A +e AJ:l

Tomando, ahora, las formulas generales halladas:

b=cosB

circb=circasenB, e ,
g senC

ega=cotBcotC =eqb.eqc

veremos que se transforman en:

b (@ o m o
eh-e A=|eA_g AlsenB; =|ehte A |=C0SB
2 senC

1 na _na 1 uss] _mh nc _mc
E(e‘\—e AJ:cothotC:Z(eAJre A}(GA-FG A]

Por fin, aplicando las lineas hiperbdlicas, se obtiene:

b _ . 7a nb _ cosC
ch A—shAsenB, ch A " senc
ma _ _epbropon
chW_cothotC_ch Ach A

TRIGONOMETRIA DOBLEMENTE ABSTRACTA
CORRESPONDIENTE A LA GEOMETRIA DE RIEMANN

circ’R
M

Hs
que M debe ser positiva. Sea, pues, M = 4D?, de donde, R'=eqR = ‘/1— CIBZR .

Condicidn precisa; eq R < 1; lo que segun la formula general: eqR =,/1- , supone
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V1-R?

Tomando la ecuacion general; circR=2nR
arcseny1— R

y sustituyendo el valor

anterior, resulta:
circk

D
circR

2D

circR=nxR

arcsen

0 sea,
. R
rcR=2Dsen™
circ sen‘s

luego

4D?sen? ™

P D _.oo7R
eqR=R'=1/1 102 cosD

De un modo parecido al caso anterior, si se considera D, indefinidamente grande, se pasa a
la geometria usual, pues resulta:

circR=2nR, eqR=1

Ahora, tomando otra vez las formulas generales:

circb=circa.senB, eqb:%, ega=cotBcotC =egbeqc
por las notaciones anteriores, se tiene:
b . ma ) b cosB. ma _ _aneT L TC
sen D =sen D senB; cos D ~senC’ cos D =cotBcotC =cos D cos D

Conocidas las formulas de cada una de las tres trigonometrias, con facilidad podrian
hacerse ahora aplicaciones a la Geometria general, asi como podrian utilizarse dichas
foérmulas para la determinacion de las tres funciones analiticas, que dan la distancia de dos
puntos, cuyas expresiones hemos escrito al principio de este articulo; pero temiendo
extendernos demasiado, lo omitimos, pues de suyo son aplicaciones sencillas; esperando
que sera suficiente lo manifestado para que el lector pueda formarse idea, aunque sucinta,
del desarrollo que se pretende hoy dar a la Trigonometria.

Barcelona a 10 de Julio de 1884

Lauro Clariana Ricart
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