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i)

j g(cosx)m cos(nx)dx,

0

puede darse en funcion de las integrales eulerianas de primera y segunda especie: M.A.
Serret, se ocupa con predileccion de ella, mas la falta de ciertos desarrollos que se notan en
sus calculos, asi como la importancia de la misma, nos impulsa a publicar este trabajo, a fin
de vulgarizar en lo que sea posible los ultimos adelantos de la ciencia. Las dos formulas

eulerianas:
1 0
I xPH(1-x)"dx, I e *x"dx,

0 0

se representan respectivamente por: B(p,q) y I'(n), siendo I'(n)=1.2.3.....(n-1); Si en
vez de X, se considera ax, resulta:

j NV U N

n
0 a

y si laa se transformaen: a+b J-1,sededuce:

j O:(n_le_(a+bﬁ)XdX= F(n)
0

(a+b\/—_1)n
Si hacemos:
a+b\/-_1:p(cose+\/-_1$en6), p=+a’+b’,
a b
CoOS) = —, sem =——;
a’+b’ va’+ b’
se obtiene:
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j :ax(cosbx—\/—_lsenbx)xnldX= L(n) = F(r?)(cosne —J/-1senne ):
0 p“(cose +\/—_lsen6) p
M) g T) (neel)
(a2+b2)5 (a2+b2)5

Asi por analogia podremos escribir:

J‘ Ep—le—(amﬂ)ed 0= F(—p)p e—( px/jlarctg:g)
° (a2 +b? )?

de cuya ecuacion puede deducirse otras dos, que fueron ya halladas directamente por M.
Poisson.

Supongamos en la formula (A), a=¢** yluego a=¢ *¥*, de donde:

F(p)e—px«/jl :J- " yp—le_yeXledX
0

r(q)eqx\/fl :J B Zq—le—Ze—XﬂdX
0

multiplicando entre si estas dos Gltimas ecuaciones, resulta:

F(p)F(q)e(qp)Xﬂ:J‘ yp’le’yeXﬁdy j 2t gy
0

0

Ahora si en la segunda integral consideramos z = yt, 6 dz = ydt, se puede escribir:
» » _y[exdfl+te—x\/fl)
r(pr(a)e = [ o yroce dy-
0 0

1 0 o [
J. tqldtJ. y p+q—le—y[(1+t)cosx+(l—t)\/jlsen x] dy+J. tq—ldt J- yp+q—1e—y[(l+t)cosx+(1—t)ﬂsen x] dx
0 0 0 0

) 1 .
Supodngase ¢ en lugar de t en la segunda de estas integrales dobles. Luego:
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1 ©
r(p)r(q)e(q—p)xﬂ :J‘ tq_ldtj- yp+q—1e—y[(l+t)cosx+(l—t)\/jlsenx] dy+
0 0

1 ® 1+t l+t
—y| =—cos x—=—+/—-1senx
+J. t‘q‘ldtI yPrile & )dy
0 0

Ahora en virtud de la formula general (), se tiene:

~(p+q)V—Larctg( Fligx
F(p)r(q)e(q—p)xﬂ =J‘ ltq_ldt e (prap/-t tg(lﬂtg ) .
(1+1)

Fip+qi p+q

?cos? x+(1—-t)*sen® x| 2

(p+q)rarctg(—tg x)

1+t

1
+I tPdt € —
0 [(1 2 2 222

+1)° cos® x+ (1—-t)*sen” x

Si se multiplican ambos miembros por: (cosx)p+q_2dx, y se integra entre: O yg , Se

obtiene:

E (p+q)rarctg(—tgx)
F(p)F(q) (COSX)p+q 2 .(g-p xrdx td 1dt €
Ilp+a) J, cos’ x[ Py 2

p+q)rarctg(—tgx)
t p‘1dt
cos’ X[l % -

p
tgx

1-t dx _ do

2

5= .y la formula (B), se transforma en:
1+t cos"X cos'®

Supéngase: 1;ttgx- tgp, 0 sea
T 1+t ? ’

F(p)F(q)J' : (cosx)’”q‘ze(q”)Xﬂdx:j 1 t )dtj E(cos(p)‘”q’ze(p“‘)"’ﬂd(p
0

T(p+a) J, o @+t -t

1 s
ot 2 p+0-2 . (p+q)ov/—1
+ dt cos g\Pra—=q
e, oo ¢



Lauro Clariana Ricart Aplicacion de las Integrales Eulerianas

: . p+q-2=m :
igualando las partes reales, después de suponer: g-p  =n se tiene:

U2 (") [’

r(m+2) cos™x cosnxdx=
1 % m-n T
B j Wdtjo cos"pcos(m +2)pdo

La integral relativa a t, es infinita, pero se puede evitar esta dificultad, suponiendo un nuevo
valor tal como n” en vez de n, y si se representa por F(n) el primer miembro de (y), después de
restar respectivamente las dos funciones F(n) y F(n"), resulta:

m-n m+n m-n' m+n p.

t 2 +t ) (t 2 4t ) 2
dt]  cos™ pcos(m+2)ede

0

(1+t)™(@1-t)

En esta ecuacion la integral relativa a t, no es generalmente infinita ni nula, de donde resulta
que si por valores particulares de n y n’, salen las funciones F(n) y F(n") respectivamente
iguales, sera porque el segundo miembro de la Gltima ecuacion sea cero; mas como la primera
integral de dicho segundo miembro no sea cero ni infinita, se debe suponer que la segunda
integral que depende de ¢ lo sea; y como quiera que no depende de n ni de n”, bien podemos
admitir que sea cero por un valor cualquieradendén’.

Bajo este supuesto, haciendo por ejemplon =0, n" =1, en la ecuacion vy, se obtiene:

rz[m +1j z (m 3)r(' ', 1) z
2 5 ® cos"xdx=F (o), 2 2 22 2 j cos™txdx=F (1)
(m+2) r(m+2) .

Para determinar el valor de estas expresiones, basta atender a las formulas siguientes:

2 i a a+ 1 1

La primera expresion (), puede deducirse de la formula general conocida:
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Al multiplicar ambos términos del quebrado por la factorial 2.4.6....(m-2) se tiene:

m-2 m-2 2( M

z 1.23.— ~123.— = r (j
J'z COSm_lde:2.2.4.4....(m 2)(m 2):2m_2 2 2 _om2_ \2
0

1.2.34 . (m-1) 1.2.3.4...(m-1) r(m)

La segunda ecuacion (A) se hallard facilmente, recordando la formula euleriana de primera
especie:

B(p, q)=j )

0

1
Suponiendo q = p, de donde: B(p, p):'[ xPHA—x)"tdx, ysi: x= %(1+ y):

0

1

1 [ § 1 g
B(p, p)=Wj (L-y?)"dy, osea, B(p, p)=227j 1-y2 ) dy.

(0]

Esta integral se modifica, siendo y* =z, dy= le , luego:
222
A 1 (1
— 2 1y, _
B(p, p)_ﬁjoz 2(1-2) dz_WB[E,pj

Ahora en virtud de la relacion general: B(p,q):%pg—zg}), aplicada al caso particular que

NOS ocupa, resulta:
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y COMO F(%) =+/r, se tiene: F(p)r(%+ pj = 2’;—‘]2_11“(2 p), cuya expresion cambiando la p

en a da definitivamente la formula (A) obtenida por M. Serret:

r (a)l"(a + %) n%

I'(2a) T p2al

VVamos a las aplicaciones de las dos formulas halladas para la determinacion de las funciones

F(0) y F(1). Para desarrollar la primera, supondremos en (nr) que m - 1 se transforme en m, y
asi:

]

rz( m +l)
2
J- cos™xdx = 2m* 2

0 Fim+1i

sustituyendo este valor en F(0), resulta:

Fz(m+1) rz(m+lj - Fz(m +1j1"2(m+1j
F(O)— 2 2m—1 2 2 N 2 2 2 2

~ T'(m+2) r(m+1) m+1 T?(m+1)
comparando el ultimo factor quebrado del segundo miembro con la expresién (A), se podra
escribir:
Fz(m+l)l"2[m+1)
2 2 I
Fz(m+1) - 22(m+1y2 - 92m

sustituyendo este valor en F(0), resulta: F(0)= zﬁtm .

Si pasamos luego a la determinacion de F(1); en la expresion (), debe suponerse m - 1
transformado en m + 1, de donde:

E]

Fz(m+1j
2
J‘ cos™xdx=2" 2

0 r'(m+2)

sustituyendo esta expresion en la ecuacion F(1), se deduce:
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y como:

se obtiene:

(m+1)1"2(r;+%j2m‘11“2('2+1j ot Fz[g+%jrz(n£+l)
FO=—mrmi D Tme2)  ~ml 2(m+1)

Por lo que precede se sabe que:

cuyo valor sustituido en F(1), da:

2™ T

F@) = -
@ m+12°"  2™(m+1)

igual valor que F(0). Asi, pues, en definitiva se tendra: F(o)=F(1) =W y por
m +
consiguiente, en general: F(n):(lﬁ de donde, tomando el valor de F(n) de la
m -+

expresion (y) resulta:

r(m”' +1jr(m_n+1j P
2 2 J‘z T

cos"xcosnxdx=F(n)=

r(m+2) . (m+1)2m*
0 sea:
J- * cos"xcosnxdx = nl(m-+2) -
0 (m+1)2m+1r(m;”+1)r(m£” +1)
_ (m+1)r(m+1)
2 (m+1)1“[m;n +1)F(m2_n +1j
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luego en definitiva:

T r'(m+1)
m+1 _
2 r(m+n+1jr(m n+1)
2 2

Esta es la formula final que nos habiamos propuesto desarrollar, dependiente de la integral
euleriana de segunda especie. También puede darse la integral:

2
J cos"xcosnxdx=
0

2
J- cos"xcosnxdx
0

en funcidn de la integral euleriana de primera especie, recordando que:

T'(p)r(q)

B(D,Q)Zm

ademas de que:

estos valores sustituidos en la Gltima expresion dan lugar a la siguiente:

N3

J. cos™xcosnxdx= T

0 (m+1)2m+lB(m;n+1, m2—n+1)

Con esto damos por terminado nuestro trabajo, en la seguridad de que serda suficiente para que
los verdaderos amantes de la ciencia admiren una vez mas las bellas concepciones de Euler,
que forman sin duda una palanca poderosisima para la resolucion de muchas y variadas
integrales de funciones trascendentes.

Barcelona a 10 de Septiembre de 1885
Lauro Clariana Ricart



