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INTRODUCCION

Cuestion dificil es pretender formular un programa de
Cdlculos, cuando la matematica superior ha tomado tales
proporciones que impide seguir su raudo y elevado vuelo;
arrojo temerario fuera creer posible en los limites reduci-
dos de un curso, el poder formar un cuadro completo de las
diferentes ramas de una ciencia tan vasta; empero censura-
ble scrfa también que por negligencia t otro motivo cual-
quiera, no se procurara adelantar algo por el camino de
la perfeccion: Por esto creemos que ha llegado el momento
de excluir de dichos programas todo lo que debe suponerse
sabido, en beneficio (Ee alguno de esos pensamientos subli-
(rlnes que nos legaron los sahios de nuestros ticmpos mo-

ernos.

Afortunadamente tenemos Catedraticos de Analisis que
Se ocupan ya de la cantidad en sus diferentes catcgorfas,
permitiéndoles esta circunstancia estudiar de un modo com-
pleto las teorfas relativas 4 las series y derivadas, dejando
asf el terreno expedito para las asignaturas subsiguientes.
En este concepto quedan suprimidas dichas teorfas en nues-
tro programa, amen de las aplicaciones analiticas y algu-
nas geométricas, que pertenecen al analisis 6 4 la geome-
tria analftica, pues aleccionados por la experiencia hemos
llegado 4 comprender que el cilculo integral, de suyo muy
importante, s6lo con estas modificaciones puede tomar nue-
vos vuelos, traspasando los reducidos limites que hasta
hoy se le han concedido en la enseiianza de Espaia.

Nuestro atrevimiento al formular el presente programa
no acusa mas que el deseo noble de que otros, con mis
alientos, sigan por esos nuevos derroteros, & fin de que la
ciencia matematica en nuestro pals, sea respetada de pro-
pios y extraiios.

La primera parte del programa, que se halla acomodada
al primer tomo de nuestra obra de Calculos, subdividese
en: Prolegémenos, Calculo diferencial, Célculo integral,
Calculo de las variaciones y Calculo de las diferencias.

En los Prolegémenos encuéntranse las tres categorfas de
cantidad, como elewentos verdaderos y unicos de la mate-
matica; y 4 este punto debemos advertir que eliminamos
por completo el infinito matematico, seguros de que con
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ello logramos que desaparezca para siempre la nota mas
discordante de la verdadera ciencia de la cantidad.

En el Cdlculo difercncial sfguese la marcha ordinaria de
un curso elemental, salvo las supresiones consignadas an-
teriormente, asf como la introduccién del elemento podero-
so de la determinante funcional, junto con el estudio de la
derivada de una funcion compleja, que da origen 4 la fun-
cion monodgena.

En el Calculo integral estiidianse las integrales de méas
uso, sin'que dejen de figurar otras mas complicadas, que
no por ser menos frecuentes son menos interesantes; asi,
por ejemplo, al tratar de la rectificacién de un arco de
elipse, dase & conocer el origen de las integrales elipticas
en sus fres especies.

Por fin, nada particular encicrra lo referente 4 las varia-
ciones y diferencias, aparte de algunos problemas relativos
4 las variaciones, que luego se aplican 4 la Geodesia y Fi-
sica matemética.

A esta primera parte del programa sigue el Comple-
mento de la obra de Calculos, que designamos bajo el nom-
bre de «Teorfas modernas de la matemética.»

Empieza esta segunda parte por la geometria aplicada
al andlisis bajo un punto de vista general, esto es, su apli-
cacion 4 lo indefinidamente pequeriio, y de ello resulta, por
modo sorprendente, que la geometrfa ordinaria no es mas
que un caso particular de otras que se ‘desarrollan entre
los mundos indefinidamente grandes y pequefios. A esto
sigue el estudio de las coordenadas curvilineas, conforme 4
Lamé, Gauss y Aoust, que consideramos de gran importan-
cia, por sus aplicaciones 4 la curvatura de superficies, ra-
dios de curvatura, etc.

Y después de varias cuestiones més 6 menos importan-
tes, terminamos, por fin, nuestras considcraciones geomé-
tricas al tratar de 1a resoluciéon aproximada y grafica de las
integrales, siendo ¢l primer estudio de suyo muy recomen-
dable, puesto que el circulo de integrales conocidas es harto
reducido.

La integracion de ecuaciones diferenciales en general,
forma continuacién 4 las investigaciones geométricas ante-
riores, y de esta suerte al procurar una simplificacién del
teorema de Abel, desarréllase ficilmente toda la goniome-
tria eliptica.

A esto sigue luego el hermoso pensamiento de' Cauchy
respecto 4 la integral curvilinea; y con sus funciones mo-
nodromas, meromorfas, politropas y holomorfas, preparase
el terreno para recabar los puntos criticos y los perfodos de
una funcién en general.

Por otra parte, indispensable era decir algo de esos es-
fuerzos herculeos realizados por los matem#aticos méas dis-
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tinguidos, con el ohjeto de resolver las integrales multiples,
y cn este concepto nos ocupamaos también de cllas, dando &
conocer los métodos de Dirichlet; Schlolmilch, Liouville,
Poisson y Catalan; empero para completar cl cuadro, hemos
crefdo del caso no pasar en olvido tampoco las integrales
de Fourrier, que tan buenos servicios prestan en varias
cuestiones de Fisica matemética.

Por ultimo, cierra nuestra segunda parte una ligera ho-
jeada 4 las principales funciones que sc separan de las or-
dinarias; dando 4 conocer no sélo los numeros de Bernoulli
y los polinomios de Legendre generalizados, sino también
las funciones de Jacobi, de las cuales se deducen facilmente
las elipticas A, p y v, que cual tres columnas resistentes
sostienen todo el peso de la matemaética moderna.

L. CLARIANA.



PRIMERA PARTE

PROLEGOMENOS

PREGUNTA 1.*—Variable en general.—Diferentes conceptos
de variahle.—Funcion.—Su clasificacion.—Funcién de-
pendiente de variable compleja.—Consideraciones geo-
métricas aplicadas & la variable compleja.

2.—Razén por cociente entre dos variables.—Estudio de la
cantidad en su mayor grado de generalidad.—Razoén
por cociente entre dos cantidades indefinidamente pe-
queias 6 indefinidamente grandes.—Divisiéon en 6rde-
nes de la cantidad conforme 4 sus tres categorfas.—Con
sideraciones gecométricas.—Férmulas tipicas.—Procedi-
mientos distintos que pueden seguirse para la determi-
nacion del orden de una cantidad.

3.—Delerminacion del orden de una suma, de un producto,
de un cociente y de una potencia de varias cantidades
comprendidas en una misma 6 difercntes categorfas.
—Orden definitivo de una cantidad, cuando ésta no se
refiere al orden fundamental.

4.—Estudio de las cantidades que difieren entre sf indefini-
damente poco.—Consecuencias.—Orden de la razon —:—.
cuando en vez de a y b, se sustitnyen otras cantidades
que difieren de las primeras indefinidamente poco.—
Probar que el orden de una suma, cuyos sumandos tie-
nen el mismo signo, no altera, si se reemplazan todos 6
parte de los sumandos por otros que difieran indefini-
damente poco de los primeros.—Observaciones notables
de este ultimo principio.—Fundamentos del Calculo Di-
ferencial é Integral.

B.—Métodos de los indivisibles, de los coeficientes indeter-
minados de Descartes, de las primeras y ultimas razo-
nes¢'de los limites y de Newton. Observaciones acerca
de las cantidades que se desvanecen —Teoria relativa &
la derivada de Lagrange.—Método importante de Leib-
nitz.—Consideraciones filosdficas y comparativas de los
métodos precedentes.

6.—Determinacién numérica de las cantidades como limites
de variables, segun el procedimicnto de los griegos
Valor numérico de una cantidad como resultado de una
suma compuesta de un numero indefinido de cantida-
des indefinidamente pequenas.—Valor numérico de una
cantidad como resultado de la razén por cociente de
dos cantidades variables que se resuclven en una cual-
quiera de las tres categorias correspondientes 4 la can-

tidad.
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CALCULO DIFERENCIAL

7.—Procedimiento gencral para determinar la razén por
cociente del incremento de una funcién 4 su variable
independiente.—Estudio general de la derivada.—Con-
sideraciones filosoficas acerca de las funciones conti-
nuas cuya derivada se resueclve en la tercera categorfa
de la cantidad.—Incremento y diferencial de una fun-
cion ordinaria.—Incremento y diferencial de la variable
independiente.—Coeficiente diferencial.—Consideracio-
nes geomeétricas.

8.—Diferenciacion de una funcion compuesta en el supues-
to de que no haya méas que una variable independiente.
—Diferenciacion de una funcién compuesta, suponien-
do que hayan varias variables independientes.—Férmu-
las generales.—Probar que si dos cantidades p y q de-
penden de x é y, siendo dichas cantidades una funcion
de la olra, las derivadas respeclivas son proporcionales.
—Importancia del teorema recfproco.

9.—TFunciones hiperbélicas directas é inversas.—Prelimina-
res acerca de los.desarrollos en serie de las funciones:
e*, c0s.5 y sen.s, para cuando zseauna cantidad com-

pleja.—Estudio de la expresién e**Y~1_Funciones hi-
erbélicas directas.—Paralelo entre las funciones circu-

ares y las hiperbolicas directas.—IFunciones hiperboéli-
cas inversas.

10.—Diferenciacion de las funciones hiperbdélicas directas.
—Referencia 4 las funciones circulares.—Diferenciacion
de las funciones hiperbdlicas inversas.—Aplicar dife-
rentes procedimientos para la obtencién de las formu-
las anteriores.

11.—Aplicacion del célculo diferencial 4 las determinantes
en forma de maltriz.—Caso en que los elementos de la
matriz dependan de una sola variable, siendo 6 no todos
los elementos funciones de la misma.—Caso e¢n que
los elementos de la matriz sean funciones de dos 6 mi:is
variables independientes.

12.—Derivadas y diferenciales de diferentes 6rdenes corres-
pondientes 4 una funcién ordinaria.—Consécuencias
para una funcién trascendente.—Investigaciones impor-
tantes para descubrir ciertas leyes en el desarrollo de
sus derivaciones.—Ejemplos.

13.—Fo6rmula de Leibnitz para la determinacion de la deri-
vada 6 diferencial de un orden cualquiera correspon-
diente & un producto de funciones ordinarias.—Demos-
trar que el desarrollo es general.—Aplicar ¢l mismo
principio & la division de funeiones.—Determinacion de
lz}s leyes & que se sujetan cicrtos desarrollos.—Ejem-
plos.
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14.—Derivadas sucesivas de algunas funciones para el va-
lor particular de i = o.—Importancia de la formula de
Leibnitz para la resoluciéon de este problema.—Determi-
nacion directa de las dos primeras derivadas —Estu
diar los valores resultantes dc arc sen.xz p=arc tg.z. se-
gan el grado de su derivacion sea par 6 impar.

15.—Diferenciacion de funciones sin resolver.—Diferencia-
cion de una funcién ordinaria sin resolver.—Diferencia-
cion de dos funciones sin resolver compuestas cada una
de tres variables, siendo dos de ellas funciones de la
tercera.—Estudio en el caso de haher n ecuaciones con
n+1 variables..—Nuevos casos mias generales que pue-
den presentarse.

16.—Derivadas parciales de funciones compuestas de dos 6
mas variables independientes.—Principio fundamental
de dichas derivadas.—Diferenciales de 6rdenes superio-
res al primero de funciones compuestas en el caso mas
general.—Leyes generales que se observan en sus des-
arrollos.— Diferentes notaciones adoptadas.— Estudio
para el caso en que algunas variables independientes
se transformen en dependientes.

17.—Diferenciales de diversas 6rdenes de funciones sin re-
solver.—Ley de los desarrollos segun las funciones
sean mas 6 menos complicadas.—Eliminacién de cons-
tantes.—Procedimiento general.—Aplicacién 4 las co-
nicas.

18.—Eliminacién de funciones arbitrarias.—Procedimiento
general.—Consecuencias.—Aplicar el anterior procedi-
miento & las superficies regladas de plano director y 4
las superficies desarrollables.

19.—Cambio de variables.—Estudiar el cambio de variables
en la funcién siguiente:

. dy d'y
V_/(xi ", dx ’ d;r’ )'
Cambio de la variable independiente.—Cambio de la

funcion y de la variable independiente.—Ejemplos.
20.—Del cambio de variables.—Funciones de la forma:

 E-TR PR L )

Vst o tl,8,

( i Yz "y T da?
Cambio de las variables independientes.—Cambio de
todas las variables.—Ejemplos.

21.—Determinantes funcionales.—Considecraciones genera-
les.—Forma de la determinante U.—Forma de la deter-
minante de Jacobi, expresada por J.—Consecuencias.—
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Determinante H.—Relaciones notables enire las deter-
minantes J y H.

22.—Diferencial de una funcion dependiente de variable
compleja.—Condiciones para que la funcion imaginaria

?(2)=u+vi,

admita una derivada. — Funcion monogena.— Conse-
cucncias importantes para dos funciones que tengan
derivadas iguales.

23.—Férmula de Lagrange para el desarrollo de una funcién
cualquiera de z, segiin una seric ordenada de potencias
enleras y positivas de x, siendo s =a--r¢ (z)—Ley
que se desarrolla en las derivadas consecutivas de la
serie.—Casos particulares que pueden originarse de la
formula general de Lagrange.—Ejemplos.

24—Diferencial del 4rea correspondiente 4 una curva pla-
na.—Diferencial de un arco de curva plana.—Formulas
generales correspondicntes 4 la tangente, subtangente,
normal y subnormal de curvas planas referidas a ejes
polares)—Diferencial de un arco ¢ irea correspondiente
a4 una curva plana, referida . los mismos ejes polares.
—Aplicacion a la familia de las espirales.

25.—Contacto de curvas planas.—Linea osculatriz.—Circu-
lo osculador.—Curvatura de curvas planas.—Curvatura
media.—Curvatura de una curva en un punto dado.—
Circulo de curvatura.—Relacioén entre el circulo de cur-
vatura y el osculador.

26—Determinar el sentido de la curvatura de una curva
plana cerca de un punto dado.—Diferentes formas del
radio de curvatura.—Estudiar el caso en que el arco
represente la variable independiente 6 que la funcién no
se halle resuelta —Expresion del radio de curvatura en
ejes polares.

27.—Aplicacion del radio de curvatura a las conicas.—For-
mula comun.—Radio de curvatura en la circunferencia,
cicloide y espiral logaritmica.

28.—Evolutas y evolvenles en las curvas planas.—Propie-
dades notables de las mismas.—Fo6rmulas fundamenta-
les.—Determinacién de las evolutas en algunas curvas
conocidas.

29.—Estudio de las involutas ¥y envolventes planas.—Pro-
cedimicnto general para determinar la envolvente de
varias involutas correspondientes 4 una misma funcién.
—Consideraciones acerca de las tangentes comunes.—
Aplicaciones & varios ejemplos.

30.—Puntos singulares en las curvas planas.—Puntos sin-
gulares & que da origen, una misma rama de curvi.—
Puntos singulares que resultan del encuentro de varias
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ramas.—Estudiarel caso en que la ecuacién se presente
bajo forma implicita.

31.—Lineas alabeadas.—Funciones que la determinan.—
Ecuaciones de la tangente y del plano normal en un
punto de una linea alaheada.—Diferencial de un arco re-
ferido 4 ejes coordenados-cartesianos 6 polares.

32.—Plano osculador.—Conceptos diferentes que .pueden
conducir al conocimiento de la expresion de diC?lO pla-
no.—Ecuacion correspondiente.—Movimiento circulato-
rio 4 que obedecen las cantidades que entran en dicha
ecuacion.—Ap'icacion 4 la hélice.

33.—Superficies curvas.—Ecuacion del plano tangente.—
Plano tangente en un punto del elipsoide.—Ecuacién de
la-normal.—Angulos de la normal con los ejes coorde-
nados.—Superficie envolvente de otra movil.

34.—Curvatura de las lineas en el espacio.—Expresion del
primer radio de curvatura.—Circulo osculador.—Centro
de dichn cfrculo.—Normal principal.—Cosenos de los
angulos que la normal principal forma con los ejes
coordenados.

35.—Angulo de flexion 6 de segunda curvatura.—Cosenos
de los angulos que forma una recta perpendicular al
plano osculador con los ejes coordenados.—Foérmula
del radio de curvatura de segunda especie.

36.—Determinar en la hélice, el primero y segundo radio de
curvatura.—Diferenciales de los cosenos correspondien-
tes 4 los angulos que con los ejes coordenados forman
la tangente, la normal principal y la bi-normal referen-
tes 4 un punto de una linea alabeada.—Importancia de
las formulas que expresan las diferenciales de los co-
senos correspondientes 4 los angulos que la normal
principal forma comn los ejes coordenados.

37.—Determinar la expresion de la superficie polar de una
linea cualquiera.—Sistema de ecuaciones indispensable
para poder deducir la superficie polar de una linea.—
Aplicacion a la hélice.

38.—Esfera osculatriz.—Expresion del radio de dicha esfe-
ra osculatriz.—Evolutas en las 1fneas alabeadas.—Con-
sideraciones notables acerca de las normales principa-
les trazadas en los diferentes puntos de una linea ala-
beada.—Ecuaciones que determinan las evolutas de una
linea dada.

39.—Teor{a de la curvatura en las superficies.—Curvatura
de una linea cualquiera trazada sobre una superficie.—
Radios de curvatura correspondientes &4 una seccion
oblicua 6 normal.—Teorema de Meusnier.

40.—Secciones principales en un punto de una superficie.
—Teorema de Euler.—Probar que la suma de las cur-
vaturas de dos secciones normales perpendiculares en-
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tre si, es constante é igual & la suma de las curvaturas
maxima y minima en cl punto considerado de la super-
ficic.—Importancia de los puntos umbilicales.—Ecua-
ciones que determinan dichos puntos.

41.—CAlculo de los radios de curvatura principales en un
punto dado cualquierh de una superficie.—Ecuacion
que determina la direccién de las seccivnes principales
en un puntn dado cualquiera de una superficie.—Rela-
cién de las féormulas finales con las que se refieren a
las lineas de curvatura que pasan por el punto conside-
rado de Ja superficie.

42 —Definicién de linea indicatriz.—Estudio y consecuen-
cias importantes de dicha linea.—Lfneas de curvatura
situadas sobre una superficie.—Lugar geométrico de las
normales 4 dichas lincas.—Superficie, como lugar geo-
{nétrico, de los centros de curvatura de las precitadas

fneas.

43.— Superficies cilindricas, cénicas y de revolucion. —
Ecuaciones entre derivadas parciales de las superficies
antedichas.—Consideraciones gecnerales acerca de las
superficies designadas bajo el nombre de conoides, des-
arrollables y regladas.— Ecuaciones entre derivadas
parciales de las precitadas superficies.

CALCULO INTIGRAL

44.—Nociones preliminares acerca del cilculo integral.—
Relacion entre el calculo diferencial é integral.—Inte-
gral de una suma de diferenciales.—Integracion inme-
diata.—Ejemplos.

45.—Integracion por partes.—Fin que se propone dicha in-
tegracion.— Modo de disponer los datos para poder
aplicar el principio de la integracion por partes.—Inte-
gracion por sustitucion —Observaciones acerca de los
limites de la integral.—Reglas pricticas que pueden
tenerse en cuenta para alcanzar las integrales por sus-
titucion.—Ejemplos.

46.—Procedimientos generales para la integracion de fun-
ciones fraccionarias racionales.—Integracién en cada
uno de los cuatro casos que pueden presentarse.—Es-
tudiar el caso mas general de expresién fraccionaria
racional.—Aplicaciones.

47.—Integracion de funciones irracionales.—Caso en _que
los radicales contengan cantidades monomias.—Inte-

gracion de funciones de la forma I‘(Jc VaFbx £ 2 )
—Integracion de funciones especiales que pueden redu-
cirse facilmente 4 la forma racional.

48.—Determinar las funciones que corresponden 4 las in-
tegrales que 4 continuacion se expresan:

10
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dx (ax+4-8)dx
\/a+bx+.7:’ ’ \/a+bm+x’ '

d» dr f dx
Vatozr—z . xzVAFBr+Cr J »VBzr+Caz
49.—Integracion de las diferenciales binomias.—Casos ge-
nerales de integracion.—Deducir la formula siguiente:

2™ (atbz™ ™ a(me—nt-D) f 2" a4b2") P g

b(np+m-+1) b(np+m~+1) ,

como funcion correspondiente 4 =" (a +02")? da.
50.—Deduclr la segunda férmula correspondiente & las bi-

nomias:
m--4 n.p
m nip,. _ r  (atbr’) anp aom nyp— 4
fac (a+-bx" ) dr= T, +np+m,+1 (a 402" "da.
Deducir la tercera:
—m--{ n \p+i
—m nep 4., % (a+bx ) b
f 7" (a+bx™ ) dr = g

b(m—np—n—1) —m-Ln n.p
- ) f'r (a+bx" )'dr.

Deducir la cuarta:

1 n \—p---1
m N — .‘r,'mT a--bxr ) &
fﬂf Lo p [ ((1,7?,_(;—1) =+

—m—n+np—1 m n \—p-f
|- amip—1) f’r (a+bx) dz
541.—Aplicacion de las integrales binomias:
me—-n--{ n \p4+4
m n.p oz (a+br ) _
fr (@a+bxr") dr= BrpEmED)
_ a(m—n-1)
b(np+m+1),)

? _—=m--! np+1
— np, T (a+bxr") _
j r (a+br)de= Py

b(/n—-np——n—l) —m-tn nyp
- wnT) f.v, (a+bx )P de,

2" "(a+br" Ydx

11
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4 las expresiones siguicntes:
x"dx z "dr

y e
. \/I—x’ VI—J:’

Deducir sus diferentes desarrollos segan m sea par 6
impar. — Integral correspondiente al péndulo circular:

T dz .
\/az—a;’

52.—Integraciéon de funciones trascendentes. — Estudio de
las siguientes integrales:

fF(l.a:) %ﬁ, fF (sen. x) cos. > dz,

i dx
F(arc. sen. z) W, F (sen. s, cos. x) dxr

S F(sen. z, sen. 22..... cos. z, cos. 2x.....) dz.

Hallar ¢l desarrollo de la integral:
JP 2" dx, siendo P una funcién algebraica, Y 2, una

trascendente. _
53.—Determinar lus integrales que 4 continuacién se ex-
presan:

Jecos.bxdr, [e"sen.bxdx; [sen."x cos."z dz.
Consideraciones acerca de las ultimas inlegrales:

Jdz, [cos.xdx, [sen.xdx y [sen.xcos.zdz.
54.—Deducir de la féormula general:

sen"Pzcos™Ve  n—1

" . . NS —

sen."z cos." zdx = + sen."z cos." 2 dz
m--n m--n

sen."x

el desarrollo que corresponde 4 f dz, en el su-

cos. o

puesto de que n, sca negativa.
Deducir de la férmula general

Mt n--4
m n sen., zcos 'z m—1 m—9 -
sen, z cos. & dz = — S z cos.zd

12
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n
Ccos

i .z
el desarrollo correspondiente af—r dx, conside—
sen, x

rando m negativa.
Deduccion de las Gltimas integrales:

dz dz sen.z dz
sen. z cos. ¢’ sen. z’ r-c08. &
dz co8. &
y dz.
C08.7 sen. x

55.—Deducir de la férmula general

sen™ 'z cos™ e m—1 .

m AN x — P

sen. z cos"z dr = — oE, sen” z cos zdx
m+-n m-+n

la integral [sen”z dx en el supuesto de que n = o,y
segin m sea par 0 impar.—Deducir de la expresion:

sen™ 'z cos" 'z n—1 *
sen” @ cos'z dp = —— : s sen"z cos' zdz,
m-4n m-+4n

la que corresponde 4: f cos'z dz, bajo condiciones an4-
logas 4 las del caso anterior.
Deducir de la formula:

{

n-L-4 m—
m n cos. ' wsen, m—1 m—2 nt®
sen, z cos.zdz= — ; i sen, zcos. zdwx
f n41 + n+1 f r
la correspondiente 4 [ ig"z dz, en el supuesto de que

sea n =-— m.
Deducir de la formula:

n—{ m-Lq
m n cos, =z sen. ' & n—1 mL9 il
sen. 2 €08,z drx—=— - v ! sen. ' x cos. zdz,
f m-+1 " m+-1

la inmediata f cot”z dz, siendo m = — n.

56.—Integracion por medio de series.—Principios importan-
tes que deben tenerse en cuenta en dichos desarrollos.--
Procedimiento general. — Integracion por series de las
expresiones:

_a&s dz dz
Vi1=z*’ itz 7 14-2?

Valores aproximados de algunas integrales irreducibles
4 forma finita.—Aplicacion 4 la integral elfptica de pri-
mera especie.

13
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57.—Integracion de funciones diferenciales compuestas de
dos 6 mas variables independientes. — Condiciones ne-
cesarias y suficientes para la integrabilidad de dichas
funciones. — Estudiar el caso parlicular de una funcion
compuesta de dos variables independientes.—-Ejemplos.

58.—Integracion de funciones diferenciales con tres varia-
bles independientes. — Condicién de integrabilidad. —
Determinar la expresién general correspondiente 4 la
integral de dichas funciones diferenciales.—Ejemplos.

59 —Nociones generales acerca de las integrales definidas.
—Determinacion de las siguientes:

1

. de " de * dx de
f “’ ’J iz f ata? f Vi
[1 a 1

i
Determinacién de las siguientes integrales definidas en
el concepto de que m sea par 6 impar:
T ™ ™

2 " S 8
f sen"z da, r cos™z dz, f tg"x dz.
4 WA
t ]

60.—Determinacién de las integrales definidas siguientes:
" T

2 ? "R e s
f cos. "z sen. x dx, ® [ ® cos™z sen™ wda
o/

. 3
1 1

Formula de Wallis.

61.—Desarrollos de integrales definidas para cuando uno 6
los dos limites de la integral pasen 4 la categorfa de
cantidades indefinidamente grandes. — Determinacion
de las integrales siguientes:

b ¢ 1 1 [
f e~ Tdew, f de, f cos x da f e"dz,
‘ I de 1 dax L
— -—ar
f e d:z:, f m, j: (x—(l,)’+ B f C cos. bx dx
i I i
. 1 —

y" c;( t :
f——'——;/—siendo m<n,yf x" e "dux.
] (I+y) ,

14



;Y e
62.—Determinar si la integral J' *F () dz tiene un valor

a
finito y determinado cuando uno de sus Ifmites se con-
vierte en una cantidad indefinidamente grande.— Ave-

riguar si la integral J/* F () da tiene un valor finito y

a
determinado cuando F («), se transforma en una canti-
dad indefinidamente grande para el valor de la variable
que corresponde 4 uno de los lfmites de la integral.
—Casoen que la funcion F (z), resulte indefinidamente
grande por un valor de la variable que esté compren-
dido entre los limites de dicha integral.
63.—Determinacion de integrales definidas por medio de la
diferenciacion ¢é integracién bajo el signo integral.—

Pasar de la integral f" F(2) dz 4 la siguiente:
a

Q= .[h F(z, 5)dz,

segun los limites de dicha integral sean constantes ¢
dependientes de la variable.—Diferenciacién é integra-
cion hajo el signo integral en general.— Aplicar los
principios precedentes & las integrales que 4 continua-
cion se expresan:

1
I dx T™ - 1 ux 1 1 .
- i S 8 o Vi e y —laLh YV —1 o
fz*-m*-:"" ’fe d”“ﬂ"‘f“’“ e,
. : -

4 fin de obtener las nuevas siguientes:

I dr 1.3 (2n—1) T I —ar n—1 (n —_— 1) .
N = /) (44 T ar = ———
($ + a)n -1 2.4---2n ‘)a nd | an

~ 2 £

[ S - ot ()
f 6= eon b dp = 1) SEN. 1

) p" siendo a+b V=1 =
i
fl L T Y e (n-—l)!nCOS. nf =p(cos.0-| v_—lsen,e)
P

i
64.—Deducir de la integral conocida:

I o a
fe cos.bzdx=m,

{
la expresion siguiente:

15
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1 p— e
¢t e 1 a4
cos. bz drx=—1 .
T 2 7 alfb?

Deducir de la integral conocida:

, J— )]
fe sen.bxdx:m

la siguiente:

I —Ox —aa
f C =% senbodr=arc.tg o).
’ b*+-aa

Determinar por procedimientos distintos la integral:

G
fe dx

Importancia de la cantidad compleja para la determi-
nacion de ciertas integrales.

65.—Integrales Eulerianas de primera v segunda especie.
—Transformaciones de las mismas por sustitucion.—
Propiedades.—Importancia de la expresion

_I'(nI' .
B (p, 7)= W’

su demostracion.—Dceterminacioi de la curva Gamma.
66.—Integrales multiples en gencral.—Reduccion de dichas
integrales.— Métodc general.— Aplicaciones.— Método
de Dirichlet con aplicacién al volumen del elipsoide.
67.—Aplicaciones geométricas del calculo integral.—Cua-
dratura de figuras planas.—Ejemplos de cuadratura de
curvas referidas 4 coordenadas cartesianas y polares.
68.—Rectificacion de curvas.—Sentido verdadero de dicha
rectificacién.—Aplicaciones 4 los ejemplos siguientes:

y? = 2px, a’yt 4+ birt = a%?t, ay? — b*xt = — a.

—Consideraciones generales acerca del origen de las
integrales elfpticas. — Determinacién de sus tres es-
pecies.

69.—Volumen de cuerpos de revolucién.— Aplicaciones en
el concepto de que las genernirices-generadoras de los
diferentes cuerpns de revolucion, vengan expresadas
respectivamente por:

16
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2
g % (Qar —2%); (x—a)+(y—6)=r; y'=2pzx,

y en el concepto de que dichas generatrices giren al re-
dedor del eje x.

70.—Volumen de cuerpos terminados por superficies cua-
lesquiera.—Foérmulas generales.— Procedimientos va-
rios para la determinacion de un volumen.—Aplicaciéon
al elipsoide.—Volumen de cuerpos referidos & coorde-
nadas polares.

71.—Cuadratura de superficies curvas.—Foérmula general.
—Observacion notable acerca de los limites de la inte-
gral doble que corresponde 4 la férmula general.—
Aplicacién 4 la esfera.—Cuadratura de superficies de
revolucion.—Aplicaciones.

72.—Integracién de ecuaciones diferenciales.—Ecuaciones
diferenciales ordinarias.—Ecuaciones enire derivadas
parciales.—Ecuacién entre diferenciales totales.—Pro-
har que todo sistema de m ecuaciones diferenciales en-
tre z y m funciones y, ¢, .... ym, de la primera variable,
Puede transformarse en otro donde no figuren mas que
as derivadas de primer orden.—Forma normal de un
sistema simultineo de m ecuaciones de primer orden.
—Procedimiento general para deducir de un sistema de
m ecuaclones diferenciales, una ecuacion diferencial
en que no entre mas que z y una de las funciones.—
Aplicaciéon de reglas andlogas 4 la formaciéon de una
determinante para deducir el orden de la ecuacion dife-
rencial definitiva.—Condiciones a que deben satisfacer
las integrales ademas de las que corresponden 4 las
ecuaciones diferenciales respectivas.—Aplicaciéon 4 la
Mecénica respecto al movimiento de un punto en el
espacio.

73.—Integracion de ecuaciones diferenciales ordinarias.—
Consideraciones generales.—Probar que toda ecuacién
diferencial del orden m, admite una integral que encie-
rra m constantes arbitrarias.—Integrales particulares.

Ordenes respectivos de las ecuaciones diferenciales y

de las integrales.—Regla general para conocer si una
integral con m constantes, se refiere 4 una ecuacién di-
ferencial de orden m.

74.—Integraciéon de ecuaciones diferenciales de primer or-
den.—Separacion de variables.—Casos en que es posible
la integracion.—Estudiar el caso en que la ecuacién di-
ferencial sea homogénea.—Caso en que faltando la ho-
mogeneidad, por alguna transformacion, puede llevarse
al primero.

17
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75.—Ecuaciones diferenciales lineales.-—Estudio de la ecua-

cién diferencial: % + Py = Q.

Fbrmulzctis notables de Jaime Bernoulli aplicadas 4 la
ecuacion: d—g 4 Py = Qym

Justiflcar la ecuacioén de condicién.—Aplicaciones.

76.—Estudio del factor que transforma en integrable el pri-
mer miembro de la ecuacién diferencial Mdx+Ndy=0.
—Determinar dicho factor para cuando la ecuacion sea
homogénea.—Problema de las trayectorias en general.
—Trayectorias ortogonales.

77.—Ecuaci6n diferencial de primer orden y de un grado
cualquiera.—Consideraciones generales.—Caso en que
la ecuacién diferencial no contenga 4 las variables.—
Ecuaciones diferenciales de M. Clairaut, dadas por las
formas siguientes: 7 == F(p) 4+ ¢(p), y = px+ ¢(p).

78.—Soluciones singulares de una ecuacién diferencial de
primer orden.—Soluciones singulares deducidas de la
integral general.— Significacion de dicha integral.—
Propiedad del factor integrable en esta clase de integra-
les.—Ejemplos.

79.—Integracion de ecuaciones diferenciales de un orden
superior al primero.—Reduccién de la integral multiple
4 otras simples.—Ecuaciéon diferencial en que entran
dos derivadas consecutivas de un orden cualquiera, ¢

ue se diferencien en dos unidades.—Casos particulares
e ecuaciones diferenciales que pueden reducirse & un

orden inferior.—Ejemplos.

80.—Integracion de ecuaciones lineales de un orden cual-
quiera.—Caso en que el segundo miembro sea igual &
cero.—Integracioén de la ecuacién lineal completa.—Ca-
sos particulares que pueden ocurrir.

81.—Integracién de ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes y sin término independiente de
la variable.—Método de Euler.—Ecuacion modular.—
Estudiar los diferentes casos que pueden presentarse
segun sean las raices desiguales, iguales ¢ imagina-
rias.-- Ejemplos.

82.—Integracion de ecuaciones diferenciales simultdneas.
—Ecuaciones diferenciales simultaneas de primer orden
entre tres variables.—Aplicacién & las formas normales.
—Casos particulares que pueden ocurrir.

83.—Integracion de ecuaciones diferenciales por medio de
series.—Empleo de la serie de Mac-Laurin y de Taylor.
—Casos en que no puede aplicarse la serie de Mac-Lau-
rin.—Dada una integral bajo forma de serie, deducir su
ecuacion diferencial correspondiente.

18
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84.—Ecuaciones entre derivadas parciales.—Caso en que
la ecuacién diferencial se refiera 4 una sola variable.
—Ejemplos.—Ecuaciones entre derivadas parciales de
6rdenes superiores al primero, bajo condiciones anélo-
gas 4 las del caso anterior.—Determinar la integral co-
rrespondiente 4 la ecuacion siguiente:

d*s dz
T AL o Q.

85.—Caso general de integracion de una ecuacién entre de-
rivadas parciales de primer orden y primer grado, de-
pendiente de ires ¢ cuatro variables.—Consecuencia
para el estudio de ciertas superficies geométricas.—In-
tegracion de ecuaciones entre derivadas parciales de
o6rdenes superiores al primero.

CALCULO DE LAS VARIACIONES

86.—C4lculo de las variaciones.—Consideraciones genera-
les.—Principio fundamental de esta teorfa.—Variacién
de una integral definida segin los limites de dicha in-
tegral sean 6 no fijos.—Maximo 6 minimo absoluto de
una integral definida.—Ecuacién indefinida.—Ecuacién
de los limites.—Maximo ¢ minimo relativo.—Aplicacion
notable 4 las lineas geodésicas de una superficie.

CALCULO DE LAS DIFERENCIAS

87.—Consideraciones generales acerca decl Cilculo de las
diferencias.—Desarrollo de las expresionesA™u y un .—
Determinacién de las diferencias sucesivas en funciones
de diferente naturaleza.~Calculo inverso de las diferen-
cias.—Genceralidades.—Relacion con 1os principios fun-
damentales del Calculo integral.—Integracién de algu-
nas funciones, segun diferencias finitas.—Desarrollo de
la expresion Zu en serie, conforme & los principios de
Euler.—Integracion por partes en las diferencias finitas.
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SEGUNDA PARTE

COMPLEMENTO A LOS ELEMENTOS DE
CALCULOS

88.—Tridngulos indefinidamente pequeiios.—Tridngulo cu-
yos tres angulos tienden hacia «, 6 y y, como cantida-
des finitas, y los tres lados a, 0 y ¢ hacia los indefinida
mente pequenos de un mismo orden.—Triangulo ABC,
en que A tiende hacia un angulo recto y los lados con-
tiguos hacia los indefinidamente pequenos de primer
orden.—Orden indefinitesimal de diversas lincas cue
pueden considerarse en un triangulo rectingulo que
tenga un cateto y un angulo adyacente indefinidamente
pequeno.—Triingulo que tiene un lado indefinidamente
pequeino respecto 4 su contiguo.—Triiangulo que tiene
dos dangulos indefinidamente pequenos de primer orden
—Triangulo que tiene un angulo indefinidamente pe-
queno de primer orden, comprendido entre dos lados
indefinidamente pequerios, también de primer orden.

89.—O0rden indefinitesimal de lfneas cuando entran en com-
paracion unas con otras.—Consideraciones generales
acerca de la curvatura de las lineas —Diferencia de
curvatura de las dos mitades de un arco indefinida-
mente pequeno de primer orden.—Diferencia entre un
arco indefinidamente pequefio y su cucrda.—Diferencia
entre un arco indefinidamente pequetio y la tangente tra-
zada 4 una de las extremidades del arco y terminada en
la ordenada trazada por la otra extremidad de dicho
arco —Diferencia de curvaturas extremas en un arco
indefinidamente pequeiio: —Expresion de la perpendicu-
lar trazada desde la extremidad de un arco indefinida-
mente pequeno 4 la tangente que pasa por el otro extre-
mo —Angulo formado por la cuerda de un arco indefi-
nidamente pecueiio de primer orden con la tangente
que pasa por el punto medio de este arco.—Arco com-
prendido entre el punto medio de un arco indefinida-
mente pequeno de primer orden y el punto de contacto
de la tangente paralela A 1a cuerda de este arco.—An-
gulos formados por las tangentes 4 las extremidades
de un arco indefinidamente pecqueiio.con la cuerda res-
pectiva.—Diferencia entre las tangentes precitadas.

90.—Expresion en forma de matriz de las lincas de curva-
tura de la superficie f(z,y, s) = 0.—Lineas de curvatura
en el elipsoide.—Lineas de curvatura en las superficies
de revolucion.—Lincas de maxima y minima pendiente.
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91.—Coordenadas curvilineas.— Coordenadas curvilineas
en un plano.—Radi>» de curvatura de una curva cual-
quiera en un punto (, p).—Coordenadas curvilineas de
un punto sobre una superficie curva.—Radio de curva-
tura de una seccién normal en una superficie cualquie-
ra, referido & coordenadas curvilineas.

92.—Estudios particulares de Lamé y Gauss, sobre la teorfa
de coordenadas curvilineas.—Importancia de los estu-
dios de Aoust.—Determinacién de un punto en el espa-
cio por tres familias de superficies cualesquiera.— Casos
particulares.—Triedros formados por las tangentes y
normales.—Paralelepipedo de dimensiones indefinida-
mente pequeias.—Foérmulas fundamentales.—Natura-
leza de los pardmetros diferenciales.—Ecuaciones im-
portantes —Cdlculo directo.—Sistema de revolucién por
medio de coordenadas planas:
Sistemas biangular, bicircular, esfera-conico y polar de
revoluciéon. — Cdlculo por transformacion. — Sistemas
coordenados respectiyos.

93 —Sistema de coordenadas elipticas.—Determinacion de
las férmulas

e BV Vi —b?) (b —vt) )
cb ' b \el—b?
. Vai—c?) (ct—p?) (c*—v?) .
B ¢ Ver—0?
Deducir como caso particular las siguientes:
g=PEL, y—p T A )
be b\ er—1?
S V(e—p') (—v)
cVer=0?

94 —Estudio particular de las coordenadas curvilineas de
Lamé.—Parametro de primera y segunda especie.—
Desarrollo de los grupos de férmulas de Lamé con sus
clases respectivas —Relaciones reciprocas.—Importan-
cia de los grupos siguientes:

1 1
Y e YR
op, . hfo

op,

~

X
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95.—Teorema de M. Bouquet, acerca de la mias corta dis-
tancia entre dos rectas sucesivas de un sistema continuo
en el espacio.—Probar que cuando las rectas de la sc-
rie supuesta son tangentes 4 una misma curva ecn el
espacio, se cumple la condicion:

dadq — dbdp == 0.

Dleterminar la condicion para que la curva anterior sea

plana.

96.—Determinacion de un poligono alabeado.—Diferentes
puntos de vista para apreciar la posicion y modo de ser
de un poligono alabeado.—Ecuaciones elementales del
poligono.—Caso reducido de dichas ecuaciones.—Cons-
truccion del poligono segun las ecuaciones elementa-
les.—Poligono esférico.—Rectificacion del poligono ala-
heado.— Recta rectificante.— Poligono esférico rectifi-
cante.

97.—Estudio de las lineas alabheadas.—Ecuaciones elemen-
tales de dichas lineas.—Expresiones reducidas de di-
chas ecuaciones.—Caracterfstica plana.—Caracteristica
esférica.—Binormal.—Angulo de tercera curvatura.—
Plano rectificante.—Paso de las ecuaciones elementales
4 las coordenadas de un punto.—Dificultades del ana-
lisis para la resolucion de dicho problema.—Principio de
las curvaturas inclinadas.—Expresion de la curvatura
inclinada.—Triedro trirrectingulo como resultado del
traslado angular de una recta. -Triedros conjugados.
—Relacién especifica.—Importancia de los triedros di-
ferenciales é integrales para obtener la ecuacion llama-
da resolvente.—Probar que la ecuacion resolvente debe
corresponder 4 1o mas 4 una ecuacion diferencial de
5.2 orden.—Clasificacién de las lineas.

98.—Puntos singulares de M. Gilbert.—Consideraciones ge-
nerales.—Estudiar las funciones siguientes:

F(r,y)=y’+a’x’—:r,-‘=0
Fe,)=yy—a'+x'=0
F(z, y) =y*— 2" =0.

Demostrar que la Hessiana determina los puntos de in-
flexion de una curva del orden m, siendo el namero de
ellos en general: ¢ = 3m (m — 2).

99.—C4lculo aproximado de las integrales definidas.—Ior-
mulas de Poncelet, Simpson y Euler..—Método de inter-
polacién.—Método de Gauss.

400.—Procedimientos grificos para medir un espacio su-
perficial encerrado por una curva dada plana.—Planf-
metro de Amsler.—Determinacién de la formula
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S = (a* 4+ 2abcos 6 4 b*) .

Modificacion de la formula general.—Casos particula-
res que pueden ocurrir.

101.—Integracion grifica.—Propie:lades importantes.—Mé-
todos generales de integracion grifica.—Determinacion
de la ordenada y ahscisa media.—Importancia de dichas
construcciones graficas para la resolucion de varios pro-
blemas pertenecientes 4 la mecanica.

102.—Consideraciones generales acerca de las ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden.—Aplicacién &

los ejemplos siguientes:

dr dy
Viee T Vi—gp =
dx dy

= 0.

V=) =i T V=) a=itg)
103.—Determinar los desarrollos que & continuacion se

expresan:
e (kb sna enb dnb4-snb ena dna
— o I1-Ik*sn?*asn®/
cna cnb—sna snb dna dnb
cn (a+-b) = ot o
I—Iledsn*a sn* b
dna dnb—Ie? sna snb cnb ena
dn(a+b) = e ~ .
1—Ik*sn*a sn?l)

Consecuencias. — Ecuaciones funcionales.—Determinar
la naturaleza de las funciones que se sujetan 4 las con-

diciones siguientes:
t@+e@) =9+

P (x+ 0)=9¢(2) }

? (x4 w) =9 (x)
@t =29 @)y
b(xy)=0¢ @)+ ()

(@4 =9 @) o) —d@) P Q) }
v+ =22) b0 +b@) )
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104.—Ecuaciones entire derivadas parciales. — Principios

fundamentales.—Demostrar que cuando se conoce una
integral completa de una ccuacién entre derivadas par-
ciales de primer orden, s¢ puede siempre deducir una
solucion mas general por el método de la variacion de
constantes.

Forma simple & la cual puede siempre rveferirse una
ccuacion entre derivadas parciales de primer orden.—-
Integracion de una ecuacion enire derivadas parcinles
cualesquiera de primer orden.—Perfeccionamiento lle-
vado al método precedente. —Teoremas de Donkin y
Poisson.

105. — Sistemas de ecuaciones diferenciales normales. —

Principios fundamentales —Transformaciones llamadas
infinitesimales. — Objeto importante de las transforma-
ciones.

106.- -Ecuaciones entre diferenciales totales. — Principios

fundamentales. — Ecuaciones diferenciales ordinarias
lineales.—Consecuencias.—Determinacion de los coefi-
cientes de una ecuacion diferencial. — Sistemas adjun-
tos.—Valores reciprocos.—Demostrar que si z,, z,..... 2k
son soluciones de:

n n—4q4
d x d =z

___'_'__+ ..... .+[)'”m=n
Yoo

¢stas seran independientes unas de otras si se verifica
la condicion siguiente:

1

xl mz . . . - . . . 'Z’,‘
1 at 1
ml gttt e .’I:k

L L I L D L T I D I D R Y <Ol

(k=1) _ (k=1)_ ., .. (k=1)
y T, ® k

407.—Ecuaciones diferenciales lineales 4 coeficientes cons-

(2t +6)"

tantes. — Caso dc contener la ecuacion caracteristica,
rafces iguales.—Estudiar la ccuacién lineal:

n n—1
A N TR
di dt

Integracion por series.—Sistemas de grupos.—Determi-
nante caracteristica. — Forma canonica de las sustilu-
ciones.

+.......+ana;.—.—..o.
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108.—Estudio de las conexas.—Conexas algebraicas y tras-
cendentes. — Orden. — Clase. — Coincidencia.— Curvas
notables como resultado de tres conexas.—Elemento de
la conexa.— Interpretacion de las formas simbolicas
I'y C.—Grado y clase de las curvas I' y C. — Elemento
conjugado al del primer elemento conexo. — Conexa
idéntica.—Coincidencia principal.— Finitud de puntos y
rectas. — Ecuacion diferencial que define la familia de
las curvas conexas de f = o0, ya sean puntuales 6 tan-
genciales. — Importancia de las conexas en la teorfa de
las ecuaciones diferenciales de primer orden.

109.—Principios de Cauchy. — Funciéon monodroma 6 mo-
notropa. — Funcién politropa. — Funciéu sinécdoque t
holomorfa.—Funcién racional.—Polos.—Funcién mero-
morfa.—Estudio de la funcion l. z.—Considcraciones geo-
métricas. — Puntos criticos. -— Diferentes regiones del
plano de la variable.—Camino elemental.—Lineas cor-
tantes. — Reducciéon de un camino cualquiera & una
combinacién de caminos elementales.

110.—Esludio dec una funcién algébraica u, definida por la
ecuacion:

0=Au" -} Bu" . ... =TF (5 u)

Determinacion de las diferentes ramas de curvas perte-
necientes 4 la funcién anterior. — Puntos criticos.— Re-
duccion de un camino -cualquiera 4 caminos elementa-
lesi—Ley de permutacién. — Clasificacién de los puntos
criticos.

111.—Integrales de funciones monodromas.—Probar que el
cadlculo numérico de la integral decfinida: Jf (3) dz

L
puede referirse 4 las integrales de funciones de variable
real.—Consecuencias de las intégrales curvilineas.

112.—Demostrar que la integral: [/ (2) dz no cambia de
L

valor si sufre la linea de integracion una deformacion
cualquicra, conservandose los extremos fijos, y con tal
que dicha lfnea no pase por los puntos criticos de f(z) —

El valor de la integral: [ f(5) dz, tomada 4 lo largo

k
del contorno k, dentro del cual la funcién f(z) perma-
nece finita y monodroma, es igual & cero.—Sic y ¢’ son
dos contornos cerrados en el interior de e, y si ademas
S12) permancce finita y monodroma en todo el intervalo
comprendido cntre k y ¢, ¢'; puede escribirse:

26



- 91 —

f= f+ f, tomados los movimientos en ¢l mismo
k c ¢!
sentido.—Consecuencias.

113.—Residuos de una funcién correspondientes 4 sus pun-
tos criticos.—Determinacion de sus valores en forma de
seric, cuando los puntos criticos son polos —La integral

J f(3) dz, tomada segun una circunferencia indefinida-
c

mente pequeiia ¢, que tenga su centro en el punto dado
a, tenderid hacia cero al mismo tiempo que el radio » de
la circunferencia, cualquiera que sca la posicion de 3,
con tal de satisfacerse la condicién

lim. (3—a) f(5) = 0, para 5 = a.
La integral f f(s) dz, tomada segan una circunferen-
k

cia C, que tenga por centro el origen, tiende hacia cero
cuando k, crece indefinidamente, si s¢ cumple la con-
dicién: lim. 3 f(35) = 0, para 5 = 0.

114.—Demostrar la igualdad siguiente:

f SO i onif(a)
A '.e—'a

en el supuesto de que f(s) sca una funciéon continua y
monodroma en ¢l interior del contorno k, y estara en su
interior.—Consccuencias. — Aplicaciones al teorema de
Taylor.—Teorema de Laurent.—Grado de multiplicidad
de los ceros y polos de la funcion f{z) —Si la funcion f(2)
no ticne sino polos en el interior del contorno cerrado F,
debe resultar:

—2 . [ £
onV—1 ) F@

siendo M el namero de ceros, ¥y N el de polos de f(s), si-
tuados en ¢l interior del contorno, y contados segun su
grado de multiplicidad.— Notable aplicacion del princi-
pio anterior al namero de rafces de una funcion alge-
braica racional y enlera.

115.—Deducir la expresion que corresponde A:

ds =M—N,

2m

! xr
o (b, siendo m<n..
142
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-1

I
Estudio de la integral f f+ = dz, siendo a < 1.—In-

i
tegrales de IFresnel. — Sistema de M. Briot para alcan-
1 n—1
zar el valor definitivo de: z
/] 1+

116.—Potencial. — Ley de Newton. — Componentes de la
atraccion segun los tres ejes coordenados.— Caso de
haber varios puntos atrayentes. — Probar que las com-
ponentes de la atraceion son las derivadas parciales con
relacién 4 a, by ¢ del potencial expresado por la (6r-

dVv
mula: U= f Pr

»U . MU " U i
da? 2 d¢c? '

dz, siendo n < 1.

Demosltrar que:

Fijar las condiciones & que deben sujetarse las cantida-
des de debhajo el signo integral del potencial, para poder
adrréit.ir la conclusién precedente.—Potencial de una su-
perficie. 3

117.—Integrales multiples.—Aplicacién de la formula

SV T BT

al elipsoide.
Consecuencia muy notable de M. Chasles.—Aplica-

cion de la formula V= %ffr’ sen dBd{ al elipsoide.

118.—Aplicar las coordenadas elipticas 4 integrales gene-
rales correspondientes & la superficie y volumen de un
cuerpo.—Célebres formulas de Lamé.

119.—Procedimientos generales de integracién correspon-
dientes 4 integrales multiples.—Métodos de Dirichlet,
Schlomilch y Liouville.

120.—Procedimientos generales de integracién correspon-
dientes 4 integrales mulliples.—Férmula de Poisson.—
M(f:ltoldo de Catalin.—TFérmulas de Liouville y Schlo-
milch.

121.—Teorema de Green.—Generalidades.—Determinar la
expresion.
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av N
1—_-SU—(m-do—k.

en cl concepto de que se ienga

" f'r'fU(b’V D’V+D'V P
i J hi T 2 YCl A

h v hy hiAY
K s {l P e +._ij L XS i dadyds. —
. J J Yz dx vy Dy D M

Generalizacion del teorema de Green.

122.—F6rmulas correspondientes 4 las integrales de ecua-
ciones entre derivadas parciales.— Desarrollo de las
funciones en seric trigonométrica.— Formula de La-
grange.—Delerminacion de los coeficientes de la serie.
—Ventaja de conocer si la serie es convergente para el
desarrollo de F(z).—Determinar las formulas siguientes:

T
F(x) = % E sen.max J F(e) sen.mada
0

I L (" et 2 i d
(z) = = f (a)de 4 —n—}: cos.max J (@)cos.mada
0

Deducciones importantes de estas férmulas para alcan-
zar la formula de Fourrier

l’c'(x)=% f ‘ f IF(az) cos p (r—a) dedp.

Hacer extensivo este desarrollo 4 funciones de dos 6
tres variables.

123.—Integracién de ecuaciones entre derivadas parciales
lineales y 4 coeficientes constantes de un orden cual-

. . e 9 ar -" 6'
quiera.—Ecuacion de condicion: z = Ae Y —Ecua-

cion caracteristica.—Solucion la mis general.—Reduc-
ciéon para cuand) los valores 6 y a sean lineales.—

Aplicacion del procedimiento anterior 4 la ecuacion
%2 , 0%

vt oy’
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que se reflere al problema de las cuerdas vibrantes.
124.—Integracion de ecuaciones enire derivadas parciales
or medio de las series.—Aplicar este procedimiento 4

a ecuacion:
h73 hirs

que expresa la ley del movimientio del calor en una
barra prismitica.—Mcdétodo de los coeficientes indeter-
minados aplicado 4 la ecuacion:

hra hEa
—a

¥zt dy

125.—Integracion de ecuaciones lincales entre derivadas
parciales por medio de integrales definidas.—Aplicar
este procedimiento 4 la ecuacion:
h 4 X %2

= .
i oyt

Reduccion de la integral doble.—Aplicar el mismo pro-
cedimiento 4 la igualdad

du dur hET hEM)
e + : + )
ot h/_ B VL 14

que se refiere 4 la propagaciéon del calor en un medio
homogéneo.

126.—Aplicacion de las integrales definidas 4 la ecuacion
de las cuerdas vibrantes

0y %y
1/ & .
bk Dt
Transformacién de las integrales dobles.—Estudio de
hid) 0!
la ecuacion 4 + a? L. 0, que se refiere 4 la pro-
hlk hRTY

pagacion de las vibraciones transversales en una vari-
lla elastica.—Redudécion de una de las integrales dobles.
127.—Numeros de Bernoulli.—Estudio de la funcién:

T

|

u +a:
2
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Demostrar que esta funcién es par, y que es desarrolla-
ble en forma de serie.—Deducir la formula general

g 1 _ A + B,
2 1.2:-n 1.2:---(n41) 1.2.1.2-(n—1)

B,
+ 1.2.3.4.1.2--(n—3) +
Valores particulares de A, B,, B,...—Aplicacion de los
numeros de Bernoulli 4 la suma de potencias de nime-
ros enteros.

4

1
128.—Estudio de la funcion u = (1 —2xz 43" * .—Poli-
nomios de Legendre. — Demostrar las formulas si-
guientes:
du du\ 1 du D
+ =ur, —(Xx—z)=2—
(bw bz ) u' Yz ( ) h}

Determinar las relaciones siguientes, debidas 4 Ber-
trand y Christoffel:

(1) Xng1 — (2n41) 2Xa + (n—1) Xnt + ";‘c" _
dxn—l dxn—z
P | — Y
Tz + dz 0
dXn dXn—1 dXnpt dXn-1
Xn=g—- — i 24 Xp = — 0 — =2

Consecuencias.
129.—Formulas de Catalan, Bertrand y Liouville:

an-H an
(n41)Xn= - B
an-H dxn dxn—l
Xn= de 4 da . dx

(n+1) Xot1 — (27 + 1) 2Xn + nXn—1 = O.

Consecuencias.—Valores determinados de X, X, X,...Xn
—Relacion de estas funciones X, con los polinomios de
Sturm.—Ley de los polinomios de Legendre.
130.—Formas de la funcion Xn.—Formas de Legendre y
Rodrigues.—Método de Jacobhi.—Polinomios de Legen-
dre bajo forma de integral.
431.—Estudio de funciones anélogas 4 Ias de Legendre.—
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1
Derivadas de la funcién: v = (1-3z% 43251~ 3%) 3 .—
Aplicacion del teorema de Mac-Laurin.— Formula ge-
neral de los polincmios Laureanos conforme 4 la fun-
cion dada.
132.—Estudio de la funcion:
1

u=(1—4x’%+ 62 —4dx*+3') &

Desarrollo en serie de esta funcién.—Fdérmula que sirve
pard deducir unos polinomios de otros.—Caso general
de las funciones Laureanas.—Cuadro de grupos de poli-
nomios unidos con los de Legendre.—Importancia de la
generalizacién de los polinomios de Legendre para des-
arrollar en serie una funcion dada.

133.—Funciones isotropas.—Propiedad de los parametros
diferenciales de 1.* y 2.* especie de Lamé.—Funciones
harmoénicas.—Principio de Dirichlet.—Aplicacion de los
principios anteriores.—Funciones esféricas y de Lapla-
ce.—Relaciones con los polinomios Xa de Legendre.

134.—Estudio de la funcién 0 (z) de Jacobi.—Propiedades
de dicha funci6on. Demostrar la igualdad siguiente:

8 (z + 2ma) = e~ "I O ().

Importancia de la expresion:

st=0Cm4+1)= \/-?1——1— @em’'41)a.

Estudio de las cuatro funciones 6,
135.—Consideraciones generales acerca de las cuatro fun-
ciones 0. Probar que las tres funciones 6, 6 y 6, son pa-
res y que 6, es impar, anulindose adema4s ésta para
z=0.—Transformaciones de las funciones §.—Desarro-
llo de las veinte igualdades quec se obtienen cuando se
agrega 4 0, las cantidades respectivas siguientes:

w , 0+ '
o 8,8 ¥—

2

136.—Estudio general de las tres funciones elipticas segun
las funciones §.—Determinacion de las constantes.—Es-

tudio de las funciones A, p y v, con la representacion gra-

fica de los ceros ¢ infinitos en cada uno de sus parale-
légramos elementales respectivos.

FIN
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