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on ser tantos los puntos de vista que se conocen hoy para emprender el
estudio de las funciones elipticas, siendo alguno de ellos dificiles y expuestos a desconfianza
por no justificar suficientemente los autores sus principios, causa es sin duda de que
permanezcan desgraciadamente estos conocimientos desconocidos

Podriamos decir que en los tiempos actuales no tanto interesa inventar como saber ordenar la
materia cientifica, a fin de vulgarizarla y hacerla agradable, sobre todo en nuestro pais.

Este es el fin que nos ha impulsado a escribir este articulo para que se vea que las
consideraciones de Briot y Jordan son las que procuran con mas rapidez y claridad el

conocimiento de las funciones elipticas A, , v, junto con sus propiedades.

Empecemos por el estudio de las funciones de Jacobi. La funcion principal es:

N=o0
® (Z) _ z " z+n’a

N=—o0

El desarrollo de esta funcién puede expresarse por:

2,2
2%a | 27 2%a , 2°1° _2%a
e¥? 4 Lhe% e?? 4
1 1.2

2
Z_ a6 1" _a
e +2e® + e+
1 1.2

1+ 0+0+

2
Z_a VA a
e —2e? + e+
1 1.2
2,2
2%a 27 2*a , 2°71° 2%a
e¥?_ £LLe?dy e?? 4
1 1.2

Sumando en forma de columnas, designando los coeficientes de z por p, p, Hs.......
tendremos:

O(2)=pg +1yZ+ 2% + oo .
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de donde se deduce que:

y por consiguiente que la funcién © es par.

nz+n’a

La funcion ® es simplemente periddica. En efecto, considerando e , Si cambiamos z,

en z + 2mi, se obtiene:
nz+n’a

nz+emni+n?a _ nz+n2a(

e e cos2mn+isen2nn)=e

luego:
0O(z+2ni)=0(z)
De suerte que el periodo resulta ser: 2rti. La funcion ® permite escribir:

O(z+2ma)=e " (z+ma)o(z)

Para probar esta igualdad empezaremos expresando la funcioén © por:

2 = i(z+z )?
@(Z)=e sa 264a na
N=—o0
Cambiando z en z + 2ma, se tiene:
1 2 N=00 1 2 _i n=owo 1 2
@(Z n 2ma) _ efg(ZJrz ma) ZeB[HZ(nvLm)a] — e,m (z+ma)e 43> Zea(2+2n a) _ e*m (z+ma) ®(Z)
N=—0 n=—0

Sim =1, se deduce:
©(z+2a)=e #2000

La funcion © se anula para todos los valores de z comprendidos en la formula:
z=(2m+1)mi +(2m' +1)a

en la cual my m” expresan nimeros enteros cualesquiera.
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Sea:

_zn=o 1 = [z+2( n+m1)a]2
©(z)=

e 4a ZeAa

72 n=0 1
—e 4a Zezia

N=—o0

= (z+2na)?

Yy COMO consecuencia:
@( ) ;efa nio {e‘tla[ﬁz(mml)a] +eA1a(Zzna)2} (1)

Ahora bien, podemos escribir:
e? + 7l _ g (1+ g2z ) ?(1+cos(2n+1)m+isen(2n+1)w)=e* (1-1)=0

Tomando, pues, la diferencia de los exponentes de (1), e igualandola a (2n+1)7c
tendremos los valores que reducen a cero la funcion ©(z). Asi pues:

41 [z+2(n-m,)a]’ - (z 2na)? =
:%[z +4z(n-m))a+4(n-m)? ] —4nza+4n2a2]=(2n1+1)ni
Después de algunas simples modificaciones, se obtiene:
2n(z-ma)-m, (z—ma)=(2n, +1)xi

(2n-m,)(z—ma)=(2n, +1)ri

0 Sea.

Para que se satisfaga esta igualdad bastara suponer:

m =2m+1,  z-ma=(2m+1)xi
de donde:
z=(2m' +1)a+(2m+1)xi

cuya formula es la que nos habiamos propuesto demostrar.

Nueva expresion de ©(z).

2nzi , . no'l
o en ©(z), suponiendo ademas a = =~ resulta

Reemplazando z, por
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@(2 7;2 i ) _ Zeféj(anmzm‘j e ﬁwzj'i Zeo?oi),(unw')z

N=—o0 N=—o0

Para mayor sencillez podemos suponer, como M. Briot, que cuando la funcion ® haga

2mzi

referencia a , Se escriba sencillamente @(z), y bajo este supuesto pueden admitirse las

igualdades siguientes:

O(z+0)=0(z)

O(z+mo')= e o g (z)

O(z+0')=¢ " o(2)

z=(2m +1)%+ (2m’ +1)%'

FUNCIONES 0

Las cuatro funciones 0, 0, 0,, 05, que se consideran fundamentales y que enlazan con ®, son
las siguientes:

04(2)=0(2)

0(z)-0(z+%)

Segun la expresion de ®, podremos escribir:
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N=00

0,)= 3 ee )

N=—c0
N=o0

o3 el

N=—00 - , A

— :;{(Znu)u(zn;lj m} ( )
0,(z)= Ze

n;;o i (2n+1)z+ 2n+1 zml
ol(z>=2<—1>“e“{ %)

PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES 0

Los resultados obtenidos anteriormente demuestran que las funciones 05,0, 0,, son pares, asi
como resulta 0, impar anulandose para cuando z = 0. Ademas la ecuacion general:

z=(2m+1)2+(2m +1)<-
2 2
que corresponde a los ceros de la funcién ®, podra utilizarnos para deducir los ceros de las
funciones 0, puesto que se hallan enlazadas las funciones 0 y ® por las férmulas que
preceden. Para 0, bastara tomar la misma formula anterior, ya que O; y ® se relacionan
directamente.

En cuanto a 0,0,, y 0;, bastara suponer que la z se incrementa respectivamente de:

0O+0' .
y 5

L)
2

N(e

asi, pues, resulta:
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Cerosde 05(2)............... z:(‘);(0 +(Mo+m o)
Cerosde 0 (z).............. Zz%l+(mm+m'(o')
Cerosde 0,(z)............... z=%+(mw+m ')
Cerosde 0;(z).....cc........ Z=mo+m o'

To'i

Las formulas (A) en el concepto de que q=e © , aun podrian tomar la forma siguiente:

0

u(2)=00)= e =

—0o0
[ee]

: (Z):G)(”%j:Z(—l)”qnzez”Z”

1 miz . z 1)? (2n+1)riz
0,(z)=q% © @(z+%):2q(n+2j e ©

12 (2ns1)niz

1 mz ' n+:
01(2):71qu ® @(z+9+gj:71 (—1)”q( Zj e ©

de cuyas nuevas férmulas pueden deducirse las 20, que a continuacién se expresan,
reemplazando sucesivamente en (B), z, por las expresiones:

0 0) . 0+
I+, 2+——, 1+0, 240", Z+
2 2 2

suponiendo ademas para abreviar:

1 miz _2miz

g © =1 q'e © =p
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70 0,z %):xoS(z), 80 0, z+%'j:mo(z)

9° 0,(z+m)=04(z) 10° 0(z+w)=0(z)

11° 0,(z+w)=-0,(2), 12° 0,(z+w)=-0,(2)

13° 04(z+o')=u0,(z), 14° 0(z+o')=-n0,(2)
15° 0,(z+')=p0,(z) 16° 0,(z+')=-n0,(2)
17° 03(z+°’+2‘°')=ix01(z), 180 o(z+°’+2‘”'j=xoz(z)
19° 02(z+®;ml)=—ix0(z), 20° 01(z+“);°°')=k03(z)

Vamos a demostrar todos estos resultados:

1°.- Partiendo de la primera igualdad de (B), se tiene:

2nn| j L

o2+ que =S yate t o)

—00

2°.- Tomando la segunda igualdad de (B), resulta:

H (0]
o0 , 2nm(z+§j 0 o0 on

O(z+%j:2(—1)”q” e © =Z(—1)” "q" ezr:;tl —Zq e o =0,(2)

—00 —00
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3°.- De un modo analogo a los anteriores, tomando la tercera, se obtiene:
170 N L omiz N1 omizo
02(z+%)=q4e°’( +2)®(z+%+%)=q4e ® i®(z+%+%):q4e ® ixL(Z.)z-Ol(Z)

42 - Tomando la cuarta, se halla:

52.- Volviendo a la primera de (B), se obtiene:

oe3)=ex+%)

De la tercera igualdad de (B), se deduce:

_1 _miz
pero como: q “e © =A, resulta:

03(2 +%) =10,(2)

62.- Teniendo a la vista las formulas (B), facilmente se obtienen los resultados siguientes:

0 sea
0(z+%'j: '?1(;2 =2i0,(2)
q4e )
7°.-
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pero hemos hallado:

oz +o)=e © o) (a)=qte * 0(2)
luego:

o' 1 ﬂ(z%') Pt 1wz 1 2miz (1 _miz
02(z+7):q4e‘” gle © O(z)=g% © g2qe © O(z)=q %e © 05(z)=210,(2)

8a.-
\ 1 T o
oo 1t F (1210
Para el desarrollo de
@(z +%+0)')

tendremos presente la expresion (A) del caso anterior; luego:

i

ORI 2miz _2miz
@(z+%+m'j:e ol 5 }®(z+%)=qle o ><—1><®(2+%)=qle ° x-10(z)

Sustituyendo este valor en la formula primera, se tiene:

. 1 1 miz 1 _2miz
01(z+%j:7q4e ©q2qle © x-0(z)

0 sea:

92.-

z , 2nin(zto) z , 2ninz
03(z+m):Zqn e © :Zq” e © =04(z)

10%.- La expresion 0(z+w)=0(z), se determinara inmediatamente tomando la férmula
segunda de B, y procediendo como en el caso anterior.

112.-

1 mi(z+o) , 1 miz \
0,(z+m)=q%e © @(z+m+ﬂj:—q4ew®(2+%j:—02(z)

10
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122.- Vamos a demostrar: 0,(z +®)=—0,(z). La 4% relacion que hemos hallado, o sea:

Ol(z +%) =0,(2)

permite la transformada siguiente:

pero hemos hallado:

02(2 + %) =-0,(2)
luego:
0y(z+w)=-04(2)

13°.- La igualdad 0,(z+®')=,0,(z) se determina facilmente sabiendo que al aumentar la
funcion 0g (z) 0 sea @(z) del incremento o', queda multiplicada por el factor exponencial:

_2miz
qge © =p
luego:

03(z+0')=p0,(2)

142.- Para la expresion 0(z+')=—u0(z), tomaremos la formula 62 ya hallada, esto es,

O(z+%'j =i10,(2)

siendo:
1 miz
y=q ‘e°
luego:
o) 10,(2)
O(Z'F?j— 1 E
q4e [O)

afiadiendo a ambos miembros: £-, resulta

2
; iol(z +0§) i01(2+‘;j
(z+o)= L= :
(g 1l
2 q4e ® q2

1
q4e [O)

11
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pero
01(z+%'j =i10(z)

asi pues, cabe escribir:
iin0 o 2miz
1200)___ 4155 0 (2)= o)

0(z+w)= n

15?.- Deduciremos la expresion:

0,(z+0')=p0,(2)
tomando la 72, o sea:
02(z+%'j ~2.04(2)

(o)

en el supuesto de afiadir a z, la cantidad >

, luego:

0,(z+w')= kqéo{z +%)
empero sabemos que:
02(z+%'j =10,(2)
de donde:

2 2rmiz 1 2niz

1 _2 1 _cmlz
0,(z+')=2"q 20,(z)=q *e © q 20,(z)=q7e © 0,(2)=n0,(2)

162.- Sea
0y(z+0')=n0,(2).

Al considerar la formula 82 o sea:
ol(z+%'j ~i2.0(2)

bastara afadir a z, la cantidad % ; asi pues:

1 '
0,(z+w')=irq 2 O(z+%)

pero:
O[z +%) =i10,(2)

12
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luego:

2 2miz 1 2niz

1 2 1 .
0(z+')=irq 2in0,(z)=—q “e © q 20,(z)=—qe © 0,(z)=p0,(2)

O+o'

172.- Los cuatro grupos siguientes resultan, al afiadir , a las funciones tipicas de 0, asi

pues para probar que:

03(2 4 °°+2°°' ) =i2.0,(2)
bastara tomar la 12 formula:

03(2 +%) =0(z)

y luego afadir % de donde:

03(2 +%+%') = 0[2 +%) pero:O(z +%) =i20,(z) luego: 03(z+%+%j =i0,(z)

182.- La igualdad

O[z + @“;“"jz 2.0,(2),

se demostrara tomando la 22 formula

afiadiendo “’7 a z luego:

pero
asi pues

192.- Sea

Tomando la 32 formula;

13
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y procediendo como en los casos anteriores, resulta:

02(2 +%+%) = —Ol(z +%}

Ol(z +%) =ir0(z)

pero

luego:
0,0 )_
02(z+2+ 2)_ i20(z)

202.- y (ltima. Para probar

01(z+%+%'j:k03(z)

bastara tomar la 42 o sea:

01(2 +%) =0,(2)

y proceder como antes, asi pues,

N )
)

luego

o o o Qo

Despues de estas generalidades acerca de las funciones 0, veamos cual es la importancia de
las funciones inversas correspondientes a las integrales elipticas, para venir a deducir las
funciones elipticas, comparando por via de cociente las funciones 0.

La integral eliptica de 12 especie

en el supuesto de que:

14
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y que tenga por valor inicial + 1, siendo K2 una cantidad cualquiera diferente de cero y uno,
es una generalizacion de la funcion

z
dz
arc.sen.z=| ——
0 V1-z2°
correspondiendo con ésta, cuando K = 0. Si suponemos z =senu, esta Ultima expresion se

transforma en:
sen.p
_ dz
u — [ —
0 1-2°

de la cual se deduce cosp =+/1—sen® i, debiéndose escoger de los dos valores del radical,
aquel que de + 1 para cuando p = 0.

Las dos funciones sen.u y cos.u, definidas por las ecuaciones que preceden, son mas
interesantes que arc.sen., pues ademas de ser monodromas en toda la extension del plano de la
variable, es decir, de no presentar para cada valor de la variable sino un solo valor para la
funcidn, ofrece ésta ademas la gran ventaja de su periodicidad.

Esta observacion, promovid la idea de estudiar en lugar de la integral eliptica

z

= dz

la funcién inversa sn.u, definida por la ecuacion

snp

. dz
, AE)

junto con otras dos funciones asociadas cn u, dn u, definidas por las ecuaciones

cnp=41-sn’p
dnp=4/1-K?sn’u

debe advertirse que los radicales que figuran en estas tres relaciones estdn tomados de tal
manera, que reducen dichas expresiones a + 1, para cuando u = 0.

Estas tres funciones toman el nombre de funciones elipticas, y se designan en general por
Ay, V.

15
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Jacobi, las expresa por sen.am.u, cos.am.u y A am.u. La notacion que indicamos mas arriba,
es debida a Gudermann. Las funciones elipticas pueden tener dos origines:

1°.- Como funciones inversas de las integrales elipticas.
2°.- como resultado de funciones doblemente periddicas.

Ahora bien, esta probado que dos funciones doblemente periddicas compuestas de los mismos
ceros y de los mismos infinitos, su relacion por cociente debe ser una constante; segun este
mismo principio, las tres relaciones diferentes:

01 02 03
000 O
que resultan de todas las que pueden formarse de las cuatro 0,0,0,05; son funciones

doblemente periddicas, con los mismos ceros e infinitos que ofrecen las funciones elipticas;
asi es que en virtud de lo dicho anteriormente podremos expresar las funciones elipticas por
las tres relaciones (1) afectas de constantes, cuyos valores podran determinarse por
condiciones especiales, conforme a las funciones elipticas. En virtud de todo lo que precede
podremos escribir:

2(2)= A2 u(z)zs%@;, v(z):c%g (x)

Para determinar las constantes A, B, C necesitaremos recordar algin principio referente a las
integrales elipticas. Al considerar la integral de 12 especie

snu

. dz

si nos fijamos con los valores reales = 1 que anulan al denominador, en el supuesto de

recorrer la variable el camino m p n, dara el doble de lo que corresponda a la integral de m a p,
0 sea:

16
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J‘ldz

si luego continua el movimiento de la variable siguiendo el camino n q m, dar& por razones
analogas, el doble de la misma integral. llegando al punto m de partida, con el mismo valor
primitivo, obteniendo asi el valor del periodo 2 o real; luego podremos escribir:

1
Q)

1
dz dz
20=4 , 0sea —=
OAizi 2 OAizi

de donde se deduce: sn.% =1 cuyo resultado podemos expresar por: x(%) =1.

Ademas por ser:

cnu=v1-snu, dnu=+v1-K?mu

para u = 0, y seglin lo que precede, cabe también escribir: 1(0)=1, v(0)=1.

Con estos datos podremos modificar las formulas (n) en el supuesto de ser
(O]

Z=2

enlal? yz=0, en lasdos tltimas, luego:

o) .. %) A%
ofz) olz) o8)

El valor A, aun puede modificarse, tomando las formulas 22 y 42 correspondiente a las 0, para
cuando z =0, esto es,

A= B=

de donde

Asi pues

17
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Supongamos ahora:

o

—_—

‘/E:oz 8)' ke - 7(_))

luego:
_10 / /—0()
x() [k H Oizi 0(z)

Con estos preliminares pueden darse ya las principales propiedades de las funciones elipticas.

FUNCION A

Vamos a estudiar los periodos. Consideremos:

1 01(2 + c))

(z+m)——Km

0,(z+®)=-0,(2) 0(z+®)=0(z)

Hemos hallado

luego

Si afladimos o, otra vez a z, resulta:
Az+20)=-r(z+0)=21(2)
de donde se infiere que 2w, es uno de los periodos de A.

Sea ahora

Sabemos que:

luego

de donde resulta que ', es el segundo periodo de A; asi podremos escribir en general:

18
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Az+2mo+moe')=r(z)
siendo m y m’, nimeros enteros.

Para conocer los ceros de A, basta tomar la formula de los ceros correspondientes a 0, 0 sea
z=mo+m'e', la cual nosda0y m, en el primer paralelogramo elemental, constituido por

los dos periodos 2m y »". Los infinitos se determinaran buscando los ceros de la funcion 0, o
sea:

z =%+(mm+m'm')

(,0'

lo que da en el primer paralelégramo los valores —-, % +o

Hay que advertir que los ceros e infinitos se reproducen en cada uno de los paralelégramos
elementales, segun los valores que vayan tomandomy m’.

. . nz ]
La funcion A guarda alguna analogia con o respecto al periodo real 2.

FUNCION p.

Determinemos los periodos de dicha funcion. Sea:

o) [

0,(z+0)=-0,(z)

Recordemos que:

0(z+o)

I
o
—
N
~

luego
n(z+o)=- K o) -
K 0(z
afadiendo m, a z otra vez, se tiene:

w(z+20)=-p(z+0)=pn(2)

de donde se infiere que 2w, es un periodo de la funcion p.

19
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Supongamos ahora:

pero sabemos que:

luego

Si afladimos o, a z, resulta:
uz+o+o)=-n(z+o)=n()

luego ® + ®", es el otro periodo de la funcion u, o sea el lado contiguo al real del
paralel6gramo formado por los dos periodos.

Para determinar los ceros de esta funcion, basta tomar los que corresponden a 0, , 0 sea:

2=241(Mmo+m o)

N|e

que realizados en el primer paralel6gramo elemental dan:

3w
Y=

N(e

En cuanto a los infinitos de p, basta tomar como en el caso anterior los ceros de la funcién 0,
pero como quiera que el paralelogramo elemental resulta en este segundo caso alterado, se
comprende que no lo seran los mismos de la funcion A, sino:

o' o'

— 1+,

) ?‘FZCO

. . nZ .
La funcion p guarda analogia con 5 respecto al periodo real 2.

20
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FUNCION v

Empecemos por determinar los periodos. Sea

Vo) GEre)

0(z +0)=04(2)

Sabemos que:

luego

v(z+oa)=\/E%73(zz—j)=v(z)

de donde se infiere que w, es un periodo de la funcion v.

Tomemos ahora;

V)= Bz

03(z+0')=p04(z), 0(z+w')=-n0(z)

no olvidando que:

luego:
V(zm-)zmx%:_v(z)
afadiendo a z, la cantidad ®’, resulta:
v(z+20')=—v(z+0')=v(2)

de donde se infiere que 2w’, es el otro periodo de v.

Para los ceros basta tomar los ceros que corresponden a 05, 0 sea:

5 +(Mo+m')

lo que nos da en el primer paralelégramo elemental, los valores respectivos:

0o+ o+o'
2’ 2

+o'

Funciones elipticas

21
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En cuanto a los infinitos resultan de la misma funcion que en los dos casos anteriores, pero
cuyos resultados diferiran por la nueva situacion del paralelogramo elemental, siendo en este
caso:

o 30

2 2

Aunque sean muy reducidos los conocimientos que acabamos de exponer respecto a las
funciones elipticas, tenemos, no obstante, la esperanza de que ellos han de ser suficientes para
adquirir el fundamento de esa bella rama de la matematica, que elevandose entre las funciones
hiperelipticas, abelianas, etc., etc., nos sefiala cuales sean las Ultimas conquistas alcanzadas
dentro del célculo integral.

Barcelona a 25 de Agosto de 1892
Lauro Clariana Ricart
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