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Lauro Clariana Ricart Polinomios de Legendre

| estudiar los polinomios de Legendre, comprendimos que podia generalizarse
la funcion que da origen a los mismos, y afortunadamente encontramos otros muy notables,
que bien pueden procurar nuevos puntos de vista para el analisis

En toda esta serie de polinomios, se encuentran leyes de parentesco que los unen, dando
caracter y fisonomia propio a todos ellos.

Para mayor claridad, partiremos del estudio conocido de los polinomios de Legendre, para

entrar luego en los que nos atrevemos a designar bajo el nombre de Laureanos, como
generalizacion de los primeros.

SECCION 148

1°.- Estudio y propiedades de la funcion X
Sea

1
u =(1—2xz+zz)7 = X+ X2+ X,2% +- (1);

en esta funcion se supone x <1, hallandose z comprendida entre 0 y 1; el coeficiente X, es
funcion de x y constituye el término general de los Polinomios de Legendre.

Multiples y variadas son las consecuencias que caben deducirse entre las funciones
precitadas, siendo las mas notables las que a continuacién se expresan:

12 Consecuencia.- La funcion u satisface a las dos ecuaciones diferenciales:
du,du)l _
(2) (dx+dz)u2_ux
du _,du
®  fhbx-)=2
En efecto, derivando (1) segin x é z, se obtiene:

3
(a) % = (l—2xz+ 22)72 =u’2

(b) % = (1—2xz+ 22)_g(x— z)=u(x—2)
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Sumando sencillamente estas dos igualdades, resulta la igualdad (2).

Si se multiplica luego (a) por x - z, y la (b) por x, después de restar dichas dos ecuaciones, se
obtiene la (3).

22 Consecuencia.- Entre las funciones X y sus derivadas puede establecerse la igualdad
siguiente:

(4) (n+1)X. ., —(@n+1)xX, +(n-1)X,, + IXn 539 Xna A Xy

dx dx dx 0

En efecto, en la ecuacion (2) se puede reemplazar uiz por (1— 2XZ+ xz), y sus derivadas por

los desarrollos correspondientes a la serie X, + X,z +---, e igualando luego los coeficientes en
z", se tiene:

dX, dX
K dxo + dxl z+~--j+(xl+2X22+-~)}<(1—2xz+zz):(xo+X12+X222+---)x

de donde se deduce inmediatamente la ecuacion (4).
32 Consecuencia.- Dos funciones consecutivas estan unidas por la igualdad:

CodX, dX.
5) nX,=x dx dx

Para deducir esta consecuencia basta tomar la ecuacion (3), o sea:

du _
&(x—z)_z

du
dz

Sustituyendo valores como en el caso anterior, se obtiene:

dX, dX, dX, , ) )
( R A R v SR (x—z)—z(X1+2X22+3X3z +)

luego al igualar los coeficientes en z", resulta:

dX, dX,,
dx " dx =nX,

conforme a la formula (5).
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42 Consecuencia.- Relacién entre tres funciones consecutivas:

— d Xn+1 _ d anl

(2n+1)X, A A

Para demostrar esta igualdad, tomaremos la igualdad (4), sustituyendo en vez de:

(n +1) Xn+1 y (n _1)Xn—l
los valores de (5), 0 sea:

_dxn+1 dxn
(n+1)xn+1_ dx X— dx
_an—l _an_2
(=1)X,; = ax  dx
resultando en su virtud:
d X, _an_ d X, _dxn,2 dxn_ dX,, dX,,
X (2n+1)x X, + X 2X AR =0
simplificando
_dxn+1_dxnfl
6) (2n+1)X, = A A

52 Consecuencia. Si se cambian en n-2, n-4,...en (6), se obtiene:

. _ d Xn—l _ d Xn_3
(2n-3)X,, = dx dx

_ _an—3_an—5
n- 1 -2

Sumando todas estas igualdades desde (6), se deduce

d zj()?u =(2n+1) X, +(2n=3)X, , +(2n=7)X,_4 +---+3X, (nimpar)
%=(2n+1)xn+(2n—3)Xn_2+(2n—7)xn_4+~-~+5X2+Xo (n par)
Esto en el concepto de que
dX, dXx, .
dx =0, dx =1=%

cuyos valores se deducen inmediatamente de la funcion u, y su primera derivada respecto a z,
suponiendo luego z = 0.
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Si cambiamos n + 1 en n, resulta;

dX,

i =(2n-1)X, , +(2n=5) X, 5 +---

Sumando los dos resultados obtenidos, se tiene:

%+%=(2n+1)xn +(2n=1) X4 +---5X, +3X, + X,

62 Consecuencia.- Relacion entre dos funciones consecutivas.

_an+1_ dxn
7))  (h+1)X,= X gy

Para obtener esta igualdad, basta tomar las (5) y (6), o sea:

dx, . dX,,
ax " ax

_dxn+1_dxn—1
T dx dx

(2n+1)X,

las que sumadas dan directamente la expresion (7).

72 Consecuencia.- Deducir las igualdades que a continuacion se expresan:

_dX

@) X, Gl)?+1—2xd><f‘+0'><nl

dx dx
9 (h+1)X,,-(@n+1)xX,+nX, ;=0

Sumando (5) y (7), o sea:

dX, dX.,.;
ax < ax " Xn
_ d Xn+l d Xn

(n+1)X, = X g
resulta inmediatamente la igualdad (8).
Para demostrar la (9), tomaremos la (4), o sea:

dX dX,; dX.,_
(n+1) X, —(2n+1)x X, +(n-1)X, , + i X g Ly A 2 -0,
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en el supuesto de expresar los tres Ultimos términos por X, , segun se desprende de (8),
luego:
(n+1)X,,,-(@2n+1)xX,+nX, ;=0

Segun la formula (9) pueden deducirse particularmente los polinomios de Legendre con solo
saber que

conforme a los valores de u y su primera derivada respecto a z, cuando z = 0.

Asi pues, se tiene:

_3yx Ly 3,2 1
X2_2xX1 2X0_2x >
_OyX._2x -32,3_3
X3—3XX2 3X1—2X > X
X, —3x, =274 355,213
XamgXXa =g Xa=5 X =532 ¥ 54
9.y 4y 795 57,53 35 135795 13571 .3 135 1
Ko =g X Xamg Xa= o X~ g2 54X =10345% " 123 2° T 1 24"
Y en general
~1.35...(2n-1) , 135..(2n-3)1 ,» 135..2n-5) 1 na4 .
Xn=""153n X "123..n-2) 2% T123..0n-4)24° T
0 también:
w _135..(n-1) ng 135..(20-1)1 a1
M7 1.23...(n+1) 1.2.3....(n-1) 2
SINTESIS

La funcion X, esenteray del grado n en x. Todos sus términos son de la misma paridad que

n, y alternativamente positivos y negativos. Cuando x = 1, todos los polinomios de Legendre,
se reducen la unidad.
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2.- Formas de la funcion

Forma de Legendre

Sea:
-
u:(1—22x+22) 2 =X+ XqZ+--

Esta expresion cabe desarrollarla del modo siguiente:

1.3...(2n-1)
24...2n

n:[l—z(2x—z)]‘% =1+ z(2x—z)+%%22(2x—z)2 +eoeet 2"(2x—z)" +---

N~

Tomando la suma de valores que correspondena z" tendremos la expresion de X, o sea:

_1.35...(2n-1) o _1.35...(2n-3)
T 123, 123....(n-2)

_ 1'3'5"'(2n_1){x” _n(h-1) 2 n(n-1)(n-2)(n-3)
n! 2(2n-1 2.4(2n-1)(2n-3)

2 135..02n-5) 1 a4, _
T123..h-4)24% 7T

n4_...}

1
X EX

>

Forma de Rodrigues.

1.35...(2n-1)
n!

2.4.6...2n=2"n! resulta:

Si el cociente , se modifica multiplicando ambos términos por

2n...54.32.1_ 2n(2n-1)...(n+1)
2"nint 2"n!

Al fijarnos con la ley que se descubre en el desarrollo de X, segun la férmula de Legendre,
el término general de 2"n! X ,, podrd escribirse del modo siguiente:

n(n-1)...(n—2m+1) n-2m

(1) 2n(@n -2+ 2% 5 5 on 1) en=3)..2n—2m 1)

:(_1)m 2n(2n _223'6'(2r2]r;lzm+2>><(2n—2m)(2n—2m—1)~--(n—2m+1)x”‘2m _

— (_1)m n(n _1)m(|n —m+1)><(2n _2m)(2n—2m —1)...(n_2m+1)xn—2m
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Ahora bien,
2n-2m

dx"

(2n—2m)(2n—2m-1)...(n—2m+1)x"2" =¢" X

El término general 2" n! X, toma pues la forma

dn [(_1),“ n(n-1)(n-2)---(n-m+1) in_zmi|

dx" m!

luego

X —_1 df‘(xz_l)n

2™l dx"

Meétodo de Jacobi
Sea

y=x+2(y*-1) (0
de donde

y:%+%V1—2H+ZZ
luego

1

% = (1—2xz+ 22)_5 (2)

Si se aplica a (1) la formula de Lagrange, se tiene:

y por consiguiente, derivando, resulta:

dy ., zd(3-1 2 d"(x2-1)"

z
dx 2 dx T

Si recordamos que
1
(1—2xz+22) 2 = X+ XqZ+--

en virtud de (2), se deduce

_1 . d (x2-1)"
nt2"  dx"

cuya formula es la misma que la de Rodrigues.

n
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3.- Polinomios de Legendre en forma de integral

1
Considerando la funcion u = (1— 2XZ+ 22) 2 en el supuesto de estar la x comprendida entre -1

y +1, se podré igualar a cos¢, de donde:

1
\/(1— zcos) +22sen’ o

N[

= (1— 2C0SQ.Z + 22)_

Antes de pasar adelante, demostraremos que:

w/a +b2 ,[ a— b\/_1c05m

En efecto,
21 2n
1 do _1 a+b\/_1cosco B
2n g a—bv—1lcosw 27 ~b*cos’
2n 2n
1| _ado 1 bv/-1cosw do
2n . a’-b%cos’® 27 a’-b%cos’ ®
Ahora bien
2n 21 ) 2 )
1 ado _ 1 asecod o 1 aseCCodo
2n ) a’-b’cos’o 2m) b’+a’sec’o 2m a’+b?+a’tg’o
0 dtg())
_4 adtg@ _ J \Va? +b2
2
2n J  a’+b*+a’tg’o 275\/a +b2 tg oil

-4 [arc. tg —2 tg (o} = L
0

2mva? +b? Vva? +b? va? +b?
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Respecto a la segunda integral

a’+b%cos’ ®

2n
j b\/—_lcos(nd ®
0

se podra escribir

2n m
j b\/—_lCOScodcozzj‘ b\/—_lcoswdco_
0 0

=0
a’+b%cos’ a’+b%cos’ ®
supuesto que debe verificarse la igualdad
27 T
cosodo cosod o
, a‘+b’cos’® »a%+b?*cos’ ®
2

Asi, pues, en definitiva se tiene:

2n
1 do 1
2n ) a+bv-1cose \/a2 +b?

Al aplicar esta formula en el caso particular que nos ocupa, resulta:

2n 2n
uo L do 1 do
2n 0 l—ZCOS(p—Zsen(p\/—_ICOS(D 2m 0 l—z(coscp+\/——lsen(pcosoa)

Efectuando la division

2n

n
u:z—ln d0){1+Z(COS(p+\/—1sen(pCOS(x))+---+Z”(COS(p+\/——1$en(pCOSco) +}
0

luego

2n

n
Xq :%J‘ (COS(p+\/—1sen(pCOSco) do

0

0 bien

T n
X, =%j (x+\/—_1\/1—x2 cosw) do

0

esta formula nos da los polinomios de Legendre en funcién de integrales definidas, conforme
nos habiamos propuesto determinar.

10
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SECCION 22

Funciones Laureanas analogas a las X, de Legendre

1.- Estudio de la funcién L', o sea:

1

3\/1—3x22 +3xz°-7°

Wl

u :(1—3x22 +3x22—z3)_

Derivando seguln z, resulta:

% =(1_3X22+3X22 —23)_% (X2 —2XZ+ zz) ;
d—zlzj=4(1—3xzz+3Xzz_z3):7% 250+ 22) - 2fi-3x2 4 3122~ ) * (x-2)
% - 28(1_3)(22 +3x2° - 23)_% (X2 —2xz+ 22)3 —16(1—3x22 +3xz% - 23)_% (x—2z)x

w|~
[N

x (x2 —2xz+ 22)—8(1—3x22 +3x2% - 23)7 (x2 —2Xz+ 22)(x— z)+ 2(1—3x22 +3x2° - 23)7

Ahora bien, segun el teorema de Maclaurin, se tiene

_y, +fdu) 1 (d%u) e
u_u0+(dzjoz+1.2[dzzlz +

Y (d_UJ d’u)
0 dZ 01 dzz O!

constituyen las funciones Laureanas, que en este caso designaremos por L', L"), L', -, y
que son los polinomios enteros en x, andlogos a los X, de Legendre.

Los valores:

Determinemos una formula que facilite hallar, dadas las primeras funciones, las que siguen a
éstas. Considerando otra vez la funcion:

1
u= @)
?i/l—sxzz +3xz22-7°

11
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cabe escribir

u=1+L"z+L,z2%+--

Derivando (1) y (2) segln z, se tiene:

luego

X% —2xz—7°?

(@

(1—3x22 +3xz° - 23)

=L +2L'z+---

[SIEN

Polinomios de Legendre

(x2 —2xz— 22)= (1—3xzz +3xz2% - 23)%(L'1 +2L2+--)

Igualando los coeficientes de z™

X2l —2xL'

De donde

Suponiendom + 1 = n se deduce

, Se obtiene:
i+ L, =3x(m-1L', , -3x*mL", +(m+2)L",,,, —(m-2)L",, ,
L _ LpX*(@+3m)-x(Bm-1L"yy +(m-1)L"
m+l m+1
(@) I_.n:3nn—2XzL. _3n—4X|_.n 2+n 2X2|—'n_3

Esta formula se relaciona con la que hemos hallado ya al tratar de los polinomios de

Legendre, y que se

expresa por:

xP

n-1— I:>n72

De la formula (a) pueden deducirse los valores siguientes, cambiando n en n-1, n- 2, etc.

Asi pues:

Upg =251 =30 x5+ 2220
g = 3nn_—28 le_.m3 _ 32:10 XL’ 4+ 2 g
B
L' 4= 32 14 2|—'n 5_32 16 L' o+ L= 6|_.n ,
3:_%: ;L'

12
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Sustituyendo estos valores en L', resulta dependiente de tres L' consecutivas cualesquiera.

2.- Consecuencias de la funcion L'

Sea:
1

u :(1—3x22 +3x2° —23) =+ Lz 4Ly 4+

Derivando seglin z y X, se tiene:

g_l;:_%( )‘%x—3(x2—2xz+22):u4(x2—2xz+22)
g_‘zj=_%( )’%x—3(2xz+22)=u4(2xz+zz)
de donde:
(%+%)u%:ux2 (a)
%(XZ—ZXZ—FZZ):%(ZXZ—ZZ)
0 sea

%(X_z)2 = z(2x—z)% (b)

: 1 .
Sustituyendo en vez de — su valor 1-3x%z+3xz*> —z° y en vez de u, y sus derivadas, sus
u

valores, igualando luego los coeficientes de z", resulta de (a):

L% , 20l o dly dl'hs

(N+1)L' g —x2@n+1)L +3x(n—-1)L' g —(n—2)L'y_p + & 0 o =0
Tomando los valores en (b), se deduce
dL' dL' dL’
v _ 1 — 2 n-1 _ n-1 n-2
2xnL', —(n-1)L',, =X G X

3.- Estudio de la funcién L"

Sea:

L -()

u =
4
\/1—4x3z +6x%2% —4x® + 2*

13
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Derivando, resulta:

Suponiendo z = 0, se tiene

xﬁ—%x2 L'y ==2x% - 22x° 1 x

ol ol

Lllo =l, L"1=X3, Lu2 —
4.- Consecuencias de la funciéon L

Considerando otra vez la funcion bajo la forma de serie

u=( ) E=Lrg 4Lzl e

Derivando respecto a z, se halla

—%( )‘% ><—4(x3 —3x%z +3xz° —23)= L") +2L" 2+
de donde:

(x3 —3x%z+3xz% - 23)(L,,0 +Lz+2L",2° +-~-)=( J(L" +2L"z+---)

Igualando los coeficientesen z", resulta:
(A) L' x®-3x°L", ;+3xL", ,—L", 5=
(n+1)L" ., —4nx°L", +(n-1)6x°L", ; —(n—2)4xL" , +(n=3)L" ,
Cambiando n + 1 en n resulta:

LII n_1X3 _ 3X2 Ln I + 3X Lu n3— Ln N4 —

=nL",-4(n-1)x°L", ; +(n—2)6x°L", , —(n—3)4xL", 5 +(n—4)L", ,

14
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de donde
L" — (4n - 3) X3 L" n-1 - (Gn - 9)X2 L" n—2 + (4n — g)x L" -3 _ (n _ 3)L" 4
n
n

5.- Generalizacion de la funcién Laureana

De la férmula (A) puede deducirse un desarrollo que comprenda todos los grupos,
correspondientes a una funcion general, tal como

U=

1
_ m(m-1) . m
(l—mxm 174 ( )xm 222+~--z’“)

Al designar por K = m - 2, el nmero de acentos de L, o unidades enteras segun se desprende
de la férmula (A), se obtiene

Xt (k+ ) Ly 4 K0
— (n _|_1) LI:]+1 _ﬂ n Xk+1|_|:] + W(n _1)Xk Llr(1—1 _W(n — Z)Xk_ll_lr(FZ +--,
1 1.2 1.2.3
de donde
X1+ (k + 2)n) LK — xK {(k 1)+ (k +l)(k1+22)(n —1)} LK e
LK :

n+l — n+1

En virtud de lo que precede, podremos dar una tabla de funciones Laureanas, comprendiendo
en ellas las de Legendre en el concepto de expresarse por L2 = X, y bajo la forma que sigue:

LQ{'—8=X0' L'ss L' LY L§

le{ngxl, Llli L"11 Lmla"' Lrln

15
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Segun estos preliminares, cabe expresar una funcion bajo un concepto bien general, pues en
vez de hacerlos dependientes de X, , que es una parte de la serie indicada por el cuadro (B),

pueden entrar los valores de L, LY", en que cada uno de ellos da lugar a una serie de otras L.

De todo lo dicho se infiere que una funcion n formada de términos irracionales en x y z, la
podremos expresar por otra entera y racional en potencias crecientes de z, cuando dicha
funcidn sea de la forma:

1 =+ 1 + e

u=
\/1—2xz+ 72 3\/1—3x22 +3xz%2-2°

Asi pues podremos escribir:
u=LY+ 1"z + LY 22 +---=(L8 +L'g+L" +---)+(L§’ +LY+ L"1+---)z+(Lc2) +L%+L" +---)z2 N
Para los desarrollos que preceden, sabemos que todas las cantidades que estan dentro del
paréntesis son polinomios enteros y racionales en X, debiendo oscilar sus valores, segun los
limites supuestos para x, entre valores finitos.
Ahora bien, al multiplicar ambos miembros por dz, e integrando, se tiene:

2

dz dz (o . o V2L
-“\/1—2XZ+22 +J‘?{/1—3X22+3X22—23+.“_(LO+LO+ )Z+(L1+Ll+ )2+

Para conservar la convergencia de la serie, conviene limitar los valores de zentre O y 1.

Facilmente se concibe que en la familia de funciones que venimos estudiando existen dos
especies; unas de grado par; otras de grado impar; ambas tienen la misma ley para x = 1, pero
no resulta lo propio para x = -1, pues mientras las de grado par toman los diferentes valores

que produce la expresion (~1)", en cambio las de grado impar dan valores que crecen
indefinidamente a medida que los acentos de L, aumentan.

6.- Terminaremos este trabajo dando una tabla de los primeros valores de L deducidos de las
formulas generales correspondientesa L°, L', ,L", ...

g o o o o g

16
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Tabla de valores de L.

Para L9

Ly = 2nn—1 XLny -n-d Loz

-1 L=x LS zgxz_%,...

Para L',

L' = 3nn—2 X2 L' - 3n—-4 XL, +n_—2 L'

_195,12 2705 85,4 1

X, Ly=7g 8 8 X 71

Barcelona, Octubre de 1892
Lauro Clariana Ricart
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