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parte de la importancia que con razén se concede hoy a las funciones
elipticas, hay que confesar que solo se alcanzan después de calculos prolijos, y mediante
un encadenamiento bastantes extenso de férmulas; asi resulta, en general, cuando se trata
de determinar la célebre relacion de Legendre, expresada por la igualdad.

EK' + EK' —KK' = g @)

Sin embargo, entre las diferentes vias que pueden conducir al mismo fin, hay una muy
notable por su sencillez relativa y que tratamos de dar a conocer, conforme al
procedimiento sumamente ingenioso que se halla indicado ligeramente en la obra de M.
Griess. Ante todo conviene recordar las formulas siguientes, segin la notacion de
Legendre:
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Bajo esta base, tomando las derivadas segin el modulo k, cabra escribir los desarrollos que
a continuacion se expresan:
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al suponer

Vi-kZsen? g = Ag

Ahora vamos a determinar esta ultima integral. De momento puede escribirse la igualdad
siguiente:
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Luego integrando, se tiene:
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de donde, segun las notaciones adoptadas,
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El numerador de la Gltima integral se transforma en:
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asi, pues, la integral (2) nos da:
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De modo que tendremos para la igualdad (2):

d[kF(e)] _ " do _E() k?sengcose
dk 0 (A@)  K?  Kk? Ag

Si en las formulas obtenidas suponemos ahora que ¢ = g , resulta:

d(E)_ K dkK)_E (3)

dk K2’ dk k2
Despues de estas formulas preliminares, si tomamos el primer miembro de la relacion (1)
de Legendre, facilmente puede demostrarse que su derivada respecto al médulo k, es nula.
En efecto, para dicha derivada se tiene:
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Recordando las formulas (3) ya halladas, se obtiene:
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De un modo analogo, se tiene:
dE' _EB K dK' _ B _K
k' k' k'’ k' kk? k'

Empero como nos interesa referirnos al modulo k exclusivamente, siendo k' =+/1-k? de

donde se deduce, dk'= —kdk, las dos ultimas formulas halladas, se transforman en las

kl
siguientes:

dk KLk Kk
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y sustituyendo por fin cada uno de los valores hallados en la formula (4), resulta:



Lauro Clariana Ricart Demostracidn de la férmula eliptica de Legendre
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cuyo desarrollo, despues de toda simplificacion, resulta igual a cero. Este resultado nos
manifiesta claramente que la expresion:

EK'+E'K'-KK'

es independiente de k; asi pues podemos suponer que k = 0, sin que sufra alteracion su
valor, que segun las formulas fundamentales cabra expresarlo en forma de integrales, esto
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De suerte que al suponer aqui k = 0, se obtiene:
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guedando asi demostrada la relacion notable de Legendre,

EK' + E'’K — KK’ :% (@)

conforme nos habiamos propuesto.
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Digno de mencion es que la integral doble:
g s
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dedy
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corresponda con la formula anterior, de Legendre. En efecto, se tiene:
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Recordando ahora que: k? +k'> =1 y siendo
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resulta inmediatamente
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Y como, segun (5), este segundo miembro corresponde a la relacion de Legendre,
T

5 resulta en definitiva lo que nos habiamos propuesto demostrar, esto es:
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expresada por
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