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Lauro Clariana Ricart Superficie del elipsoide de revolucion
con relacién a las integrales elipticas.

ntes de alcanzar la aplicacion de las integrales elipticas, es conveniente
recordar la formulas que directamente se obtienen en el curso de célculos, para la superficie
del elipsoide de revolucion. Para ello, tomaremos la expresion de una superficie de revolucion

en general.
- [ dy )’
_ y
= anoydx 1+(dxj

Sea ahora la elipse generadora del elipsoide:
a2y2 +b2X2 — a2b2

Luego, al determinar la primera derivada, y después de algunas reducciones, resulta:

. “j onXb\/a —(a b2 )x?

a’y

Supongamos de momento que a > b, es decir, que la elipse gire alrededor del eje mayor, y en
el supuesto de que +a?—b? = ae, la expresion precedente se transformara en:

X X
2
1) s= ZnEI dxva®—e’x® = Znabej‘ dx,| & —x?
e
0 0

2
a . L . . .,
Al suponer luego = = k? se tiene, seglin principios sencillos de integracion,
e

dx
jdxxlkz—x kZJ‘ K +X\/k2—X2

de donde

2e? a 2\eg?

2 2
j dxvk2—x2 =2 _arcsenX& 4 X |2 _ 2
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De suerte que segun (1), tendremos

S= 2rbe a—arcsen£+5 a——x
a Ze a 2 ez

Si hacemos en esta Gltima formula, x = a, se obtiene para la mitad de la superficie del
elipsoide de revolucion, siendo a > b, la expresion:

nha
S=nb? += g arcsene

y para la superficie total, en el supuesto de que S, represente la octava parte de dicha
superficie:

8S, = 2nth? + b resene (A)

Ahora bien si a < b, es decir, que la elipse generadora del elipsoide gire alrededor de su eje
menor, resulta vb? —a? =be y por consiguiente:

S:an Xydxb\/a“Jr(bz—az)x2
0

2

ay
0 sea
2
S= 2n2b dx Jat +b%e? = an J' dx1/—+x (2)
a
0
Para determinar la Ultima integral, supondremos b—e_k y segun principios sencillos de

|ntegraC|on, tendremos:

J.dX\/k2+X X\/k2+x +k—l(x+\/k2+xj

2

sustituyendo este valor en (2), se obtiene

4

a 2

X445 +X

2

S_nbe a4 a4 | b2e2
- 2 X 2 +X + 2.2 2
a b%e be a®
be
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Por fin, si x = a, se halla para la mitad de la superficie del elipsoide

2
ma” be++a? +b%?
e a

S=nbva’+1%?+
y si tomamos la superficie total, de un modo anélogo al anterior, resulta:

2 2 2,2
881:2nb\/a2+b2e2+2nea e )

Después de lo que precede, vamos a tomar las formulas generales de Weierstrass y Legendre,
correspondientes al elipsoide de tres ejes desiguales, y dependientes de las integrales elipticas,
para deducir de ellas, las que pertenecen a la superficie del elipsoide de revolucion. La
férmula dada por Weierstrass es:

(3) 8S,=2nc? +2n!b a2 +c? E(b',v)+LF(b‘,v)}

Vva®+c?

Dicha formula corresponde con la de Legendre.

env | 52

2 2 2
(4) 881:2ncz+§nab{c_F(b',v)+a - E(b',v)}
a

Para probar la igualdad de los resultados anteriores, basta suponer 005v=% de donde

2 2
senv:g.

Ahora bien, si en (4) suponemos a = b, la férmula se transforma en:

2
8S, = 2na’ + o _| 1SNV ()
senv l1-senv

Para justificar este resultado, hay que suponer:

b|2 — b2 —C2
b%sen?v

b e

pero como en el caso particular que nos ocupa, tenemos a = b, resulta senv =
donde b’ =1.
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Asi, pues, atendiendo al desarrollo de las integrales elipticas, tendremos:

E(b',v)= 1—b'zsen2vdv:j cosvdv =senv,

A%
dv :J. dv ) 1+tg§.
J Vi-b'%sen’v cosv 1—tg%

Consideremos ahora de (4) el primero y ultimo término del segundo miembro, esto es, segun
lo que precede,

F(b',v):

2rab g2 —¢?
2nc? + a —¢

2 2 2
E(b',v)zZnC2+2na a —¢

_ =—senv =2na’
senv g senv g

Respecto al segundo término del segundo miembro de (4), se obtiene:

2 2 1+tgy 2
ZﬂabC—F(b', )_ch I 2 _TC ,l+senv

V)= =
senv a2 senv 1-tgY senv 1l-senv
2

Asi, pues, al sustituir los valores anteriores en (4), resulta inmediatamente la formula (5),
conforme nos habiamos propuesto demostrar.

Ahora bien, la formula (B), que hemos hallado directamente, corresponde con (5). En
efecto, segun la formula (B), se tiene:
b%e? =b? —a?, 2rnbva? +b%? = 2nb?

Mas de la comparacion de ejes, resulta que al hacer el paso de la formula (B) a (5), siendo el
eje de rotacion 2a en la primera y 2c en la segunda, la expresién 2rb? se convierte en 2a®.

Ademas, segun (B), se tiene:
[h2 2
seny—e=Yb~ —a~

_a
COSV—b, b

Luego el segundo término del segundo miembro de (B), sufre las transformaciones que a
continuacion se indican:

2na’ | be++va? +b2e? _ 2na’ | b(1+e): na’ | b? (1+e)2 _ na’ Ij|_+e B na’ | 1+senv

e a e a e p2(l-ef e l-e e "l-senv
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Por fin, al pasar de (B) a (5), segun la disposicion de los ejes, la expresion anterior, se
transforma en:

2 2
nc (l+senv _ mC" ,1+senv
e 1l-senv senv l-senv

Asi, pues, al sustituir los valores hallados en la formula (B), se obtiene:

2

e
881=2Tca2+ |1+SenV
senv 1l-senv

igualdad que corresponde con (5).

Por ultimo, de la formula (3) al suponer b = c, se deduce inmediatamente:

2nab
8S, = +senvcos 6
=278y ¢ senveosv)  (6)
. 2 bZ—C2 . .
En efecto, hemos visto que b :b2—2 luego segun las condiciones supuestas, resulta
sen“v

b' = 0; luego:

jv1—b'zsenzvdv=v jd—v=v
V1-b'?sen’®v

Asi, pues, al tomar el primer término del segundo miembro de (3), hallase:

2nba
2nc? =2nba’ = senvcosv
a senv
Considerando el segundo y tercero, se obtiene:
2 2
abv 2nabv
2vr|bva®-c? + bc =2vm ba =27 = senv
a’—c? Ja? —¢? Ja? —¢?
a

Luego al sustituir los valores hallados en (3), resulta definitivamente:

8s, = 2nab (v+senvcosv)
senv

Este resultado corresponde con la formula (A) hallada por el procedimiento directo, y hay que
advertir que en este caso los ejes de (A) y (6) son los mismos.
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Para probar esta ultima consecuencia, basta considerar la formula (A)

8S, = 2nth? + Zneba arcsene  (A)

Maés como quiera que se tiene b = c, resulta cosv = % :% de donde:
seny = ﬂ =g
a
0 sea
v=arcsen e.
Ademés

2nb? =2 abg =2rabcosv

De donde, por fin, sustituyendo valores en (A), se deduce definitivamente:

8S, = 2nab (v+senvcosv)
senv
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Zaragoza, 30 Diciembre de 1901
Lauro Clariana Ricart



