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Lauro Clariana Ricart Estudio de las ecuaciones entre derivadas parciales
de cuarto orden, con dos variables independientes.

os trabajos realizados por algunos matematicos notables, y en particular por
M. Guldberg, de Christiania, sobre ecuaciones entre derivadas parciales de tercer orden,
nos han impulsado a extender dicho estudio a las ecuaciones de cuarto orden.

Antes de entrar en materia, bueno sera, para mayor inteligencia del lector, indicar la
marcha general que debe seguirse para alcanzar una primera integral de la ecuacion dada.

Cuanto antes interesa determinar el sistema de ecuaciones entre derivadas parciales, que
debe tener lugar para que se realice la condicion de que la ecuacién dada admita una
primera integral; una vez hallado este sistema, conviene transformarlo en otro que sea
lineal y de primer orden, y por ultimo, mediante coeficientes indeterminados, reducir el
sistema precedente a una sola ecuacion lineal entre derivadas parciales de primer orden, en
cuyo caso, se pasa facilmente a un sistema de ecuaciones diferenciales totales, que deben
procurar definitivamente dos integrales particulares, las cuales, puestas una en funcion de
la otra, dan por fin la integral pedida de la ecuacion dada.

Dos casos pueden presentarse en el presente estudio, segin se considere 0 no la ecuacién
lineal y completa respecto a ay, By, v, 81, €; Y conforme a las notaciones siguientes:

Rl
%:0‘1’ ai:éyzﬁlv axa;azyz_h’ aXL;;g_ 1) %4‘21 €

Sea la ecuacion:
Ao, +BB, +Cy, + D3, +Eg, +P=0 (1)

en el supuesto de que A, B, C, D, E, P, sean funciones de: x,v,z, p,q,r,s,t,a,B,v,0.
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En este concepto se puede afirmar que una ecuacion entre derivadas parciales de tercer
orden, tal como u = f(v), siendo f una funcion arbitraria, puede considerarse integral de
(1), siuyv, satisfacen a las condiciones que a continuacion se expresan:

a0 o fo
ouv) ~ aluv) . aluv)
o) Fep) " b))

En efecto, de u= f(v), al diferenciar, se tiene du= f'(v)dv y como f es una funcion
arbitraria, debe resultar du =0, dv=0. Asi, pues, se tiene:

audx+ dy+ dz+a—udp+ dq+a—udr+ ds+6—udt+ d += d[3+a—ud+ d8 0

@) oy B oy
ov ov ov ov ov ov ov ov ov ov N s _
&dx+@dy+gdz+a—pdp+%dq+Edr+gds+§dt+£da+ l3dBJraydy+ d6=0
Ademas se sabe que:

dz = pdx+ qdy, dp=rdx+edy, dg=edx+tdy
dr = adx + pdy, ds=pBdx+ydy, dt=ydx+ddy,

2)

do = o,y dx + By dy, df = Bydx+y,dy

Al sustituir estos valores en (2), ordenando segun dx y dy, se obtiene:

6u Elu ou  ,0u _du ou au _

[ paz Top "%8q " %ar TP s Yat“"la +Bl&[3 Yl&y+61as}dx
au au ou, ou <ou au au

= [ay+q62 £ 8q+ Vet SE+B1 +ylaﬁ+6lay+slas}dy,

ov NN N LGN N N LN N ]
[6x+p62+r6p+56q+ ar+Bas+yat+alaa+ﬁla[3”1ay+61aa}dx‘

S| N NV gV OV gV N gV g NV OV g VOV
= [6y+q62+58p+t8q+B +y68+8 +[3la +Y18B+818y+8168}dy'
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A fin de reducir los calculos, supondremos:

uy_ou, ,ou,  ou, .ou, ou y U
(@(j‘axwaz”ap”aq” +[3 at
ouy_ou, ou, .ou, .ou ou
(axj—aerq +Sap+t [3 8s+86t
©) ov oV, OV ov
(ax)z p—+ra—p+s%+oc—+[3as yat
ov|_ov ov av av ov
(ayj @+q§+s%+ %JFB Y5 88t

Segun esta notacion, después de dividir las dos ecuaciones (3), con objeto de eliminar dx,
dy, se halla:

ou ou ou ou ou
(6xj +B1 B aY+é‘>l (6’yj Bla +Y16[3+518y+8166
ov v N sV, v
(an +B16B+’Ylﬁy 8166 (ay)+Blaa+YlaB+818Y+SlaS

ecuacion que puede expresarse bajo la forma siguiente:
ou \( ov ou \( ov ou [ ov ou oV _oufov), oufov ou | ov
[( )(ay] (ayj(axﬂ”{aa(ay) (ayjaa} B{( e Gl as(ayj (ay)as}
QU oV _oufdv), oufov|_[0Ou |V |, sIfQujov_Qufov) oufov)_(au|ov
YK % GB(GXJJrév(@yj (Wjﬁv} 81[(ax)ay (52 (ayj (wj%}

v _aufov ouov v, [ousy auov]. [ouov ouov
+81K8Xj88 66(8xﬂ+0w1[a o OB op oa }“0‘151[ o a}ralal[ }
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Y en el supuesto de que:

DR G- 2

auov_oufov), aufav) (au)ov _
(X)GB ﬁ( xj%v(ayj [ﬁy o=
Ou\ov oufov), ouf ov ou\ov _
(5)2-5(5 *as[ayj‘(ay x>
ou\ov ouf(ov
(ax as‘s(x)=E'
v _auov_oWv) uv_auav_oWv)
oBpoa oadp oB,a) oy 0o Oaoy Oly,a)
ouov_ouov_ouy) udv_auov_ouv)_

yop Boy o(yp)
v _ouav_o(uv)

se obtiene:
Aa, + BB, +Cy, + D3, + Eg;

(4) +F ([312 _alYl)"'G(“/lBl —0‘181)"' H ( 3,3, _0‘181)

AL (Y22 B8, )+ M (8071 —Biey)+ N (82 =48, )+ P =0

Asi pues, para que esta ecuacion se transforme en (1), es precisoque F=G=H=L=M=
N = 0, conforme nos habiamos propuesto demostrar.

Veamos ahora a que sistema de ecuaciones entre derivadas parciales deben satisfacer las
condiciones precedentes. Estas condiciones permiten escribir las igualdades que a

continuacion se expresan:

au  ov au  ov au  ov
PB_B o _o 35 _ 8
ou v’  ou ov'  ou oV
oo oo oo oo oo oo
u v au  ov au  ov
N _%  &®_o5  05_ad
ou ov’ ou  ov’ ou ov

=
=
[S))
==
(o))
=
[S)}
=
@
@
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Si designamos por m, n, I, los segundos miembros de las tres primeras igualdades, se tiene:

M_pau u_jeu au_jou
@) B oa oy oa 8 oo
N_ N N_ N v
B oa oy oal B oo

Al sustituir los valores anteriores en la primera igualdad de (2), resulta:

ou ou ou _
&dx+@dy+§dz+ pdp+ qdq+ dr+a ds+atdt+a (do+mdB+ndy+I1ds)=0

0 sea, recordando los valores (2') de dz, dp, dq, dr, ds, dt

u, ,o0u, ou ou, ,0u, U 0u sou.  Ou_ <ou
[ +pg +r6p+saq+ +[3 +y8t}dx+[8y+q62+56p+t8q+B6r+y88+86t}dy+

+ M (dz+md B+ndy+1d8)=0

8
(dx)dXJ{gl}J’jdy. (5)

ou
ool

Y segun (3"), se obtiene:

doa+mdpB+ndy+Ildd=-

Si nos fijamos ahora en el primer miembro de esta Gltima igualdad, sustituyendo en vez de
da, dB, dy,dd sus valores respectivos (2), se tiene:
ou
(S)ore(§ ) N

o, dx+ B, (dy + mdx) -+, (ndx+mdy)+ &, (Idx + ndy)+ le,dy + T =0;

dou

ecuacion de la misma forma que (1); luego cabe suponer

ou ou
d d
dx_dy+mdx_ndx+mdy_|dx+ndy_|dy_[axj X+(ay) y

A B C D E P@u

oo

Y en virtud de (4"), después de simples reducciones,

audy+ dx  Mgxs Mgy Mgy, Mgy %dy (au)dx+(aujdy

d
dx _ BT _ TR Y T e &Y _lax) gy
A ou ou ou ou ou
B o oo C oo oo D o oo E oo P oo
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De estas igualdades se deduce:

ou ou ou
E oa _dy B ou 6u+6uEaa Cou _ 6+6uEaa

Adu dx’ Ado Op O6aAdu’ Ada oy OpAdu’
5 ES 28

ou ou
Dou_ou, uE da sz(wj+(atijaoc
Ado 08 oy Aou’  Ado \ox) oy )Adu’
00 00

De donde, por fin, resultan las cuatro ecuaciones entre derivadas parciales que convienen a
la ecuacidn dada (1), y que son las que a continuacion se expresan:

(2]l sl2y
o |EATRE RGO
g} -oRde ©
(32 YR P20 @

A este punto nos interesa transformar el sistema anterior en otro de primer orden. Para ello
multiplicaremos (a) por 22, (b) (b) por 2, y el resultado lo sumaremos con (c), de donde:

2 2
ou " 2)\0u du ou ou du 0u , p, Oudu 2| ou 20U du _
A[&J (D+CK+BK)868 En o ST E S x&yaa“z?“[a J A G EE=0

Comparemos este resultado con la igualdad hipotética

2, ou ou ou , ,ou ou v ou |
(6) [k ++m6[3+nﬁy+I66ME8+m 68}_0

0 sea, después de verificar operaciones, con

2 ou ou ou ou ou ou 1,2 0U OU , OU Ou ou ou ou | _
Ex[%} Em—$ En—a Ia E mkaa8 mm<9[368+mn8y88+m|[86J =0
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y resulta:
E)? =E)?, Em = EA, En=E,
—El-m'22=D+Cr+B2?,
mm' = A)? m'n = AX, ml=A
de donde,
m=A, n=1, m' = A, Iz%,

(6) AM*+BA*+CA*+DA+E=0

Si determinamos tres raices de esta Ultima ecuacion de cuarto grado, tales como
Mshy,Ag, Y sustituimos los valores hallados en (6), puede establecerse el sistema de

ecuaciones siguiente:

[L20u ,, ou, ou 1 aul[géu au
kla +K18B 8y+y186}[E8a Akl%} 0,

2u, ou u 1aul[gau, py Qul_

_k +X, 5B+5Y+Yz aSMEa + AX, 68}_0’
zau ou,ou, 1ladu i ou

A ALY e e aaMEa Axg%} 0,
ou \ou oulou ouoadu_
A(éx)@6+E(6yjaa Poads

Este sistema, equivalente a (5'), es de primer orden.

Sin embargo, aun cabe obtener un nuevo sistema mas sencillo, al igualar a cero el segundo
factor de la primera ecuaciéon y el primer factor de la segunda y tercera ecuacion,
resultando en su virtud:

ou o _
EZ tAM =0,

2 ou
ka

ou,ou 1oau
+x38B+8y+y386 0,

ou \ou ou | ou ou ou _
A(axj86+E(8yj6cx Powds

73 ou
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Por fin, procuraremos reducir este sistema a una sola ecuacion lineal entre derivadas
parciales de primer orden, para recabar el sistema de ecuaciones diferenciales totales que
deben dar una primera integral de la ecuacion dada (1).

Facilmente se comprende que el sistema anterior (7), se puede transformar en el siguiente:

ou ou ou '
E(axj+klE(ayj+PylaS 0, (a)
E 2“ Aklgg 0, (b)

(7)
2, g“+x§gg+x2%+%§ 0, (c)
30U, ,20U ou , ou .
K35, 7‘355””35+% 0, (d")

Al multiplicar (b") por m, (c) por n y (d) por I, sumando los resultados con (&),
desarrollando al propio tiempo los valores (3) de (%‘(j y (GUJ, se deduce:

ou

oy
EM 3 EM ., (Ep- xEq) +(Er—2,Es) Y + (Es -, E) M + (Ea—2 EB) +(EB-2,Ey)
ox oy ! = op =g 1 1
ou au au ou
+(Ey-1,E8) 2+ (mE+n7§|+x3)(3 (n73+|73)al3 (nx2+|x3)ay (mAy, +n+1+Py,) X =

De donde resulta inmediatamente por principios de célculo integral, el sistema de
ecuaciones diferenciales totales siguientes:

dx__dy _ dz
E -ME Ep-MEq
©) Er-MEs  Es-MEt Ea—-AEB
8
__ds __dt  _ da
EP-1Er Er-MES mE+nid+12
nAZ+123 M+l mMAL +n+1+Phy

g+
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De las primeras igualdades se deduce:

dy+A,dx =0,
dz- pdx—qdy =0, dp—rdx—sdy=0,

dq—sdx—tdy =0, dr—adx—pdy =0,

ds—pBdx—ydy =0, dt—ydx—ady =0.

Para deducir los valores de las Gltimas cuatro igualdades de (8), es preciso eliminar m, n, I,
y para ello podemos deducir de (8) las igualdades siguientes:

dx(n22 +122)=Ed,

dx(ni, +12,)=Edy,
que dan,
_Efndp-23dy) |_Eb3dy-2,dp).
Aohg(hy +Ag)dx’ Aohg(hy +Ag)dX’

de donde,

dx _ da
e e E(MdB—k%dy)Jrkg E(2dy-2,dp)
Jphglhg +Ag)dX "3 2,050y + )X

Después de toda reduccion esta igualdad se transforma en:

doa—(hy+21z)dB+A,0sdy
m= dx .

Considerando, por altimo, la igualdad:

dx ds
E  mAX +n+1+PA,’

después de sustituir los valores obtenidos de m, n, I, y de simplificar el resultado, se halla,
Ak hohad o= (hy —23)d B+ Aodsd A]—E[d B—(hy —23)d Y+ Ayhad 8]+ PRA,dx =0 (9)
Este resultado cabe reducirlo, pues segun la ecuacion (6,

Aok == Aty g iy =—5

10
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de donde, sustituyendo valores en (9)

E B E B E PE .. _
M[da+(A+kl+k4)d B+Ax1x4dy}_E[dBJF(AJFMJFMJdYJFAxlk4d8}rAx4 dx=0

0 Sea,
Adhg(d oe—2,d B)+Ahy[B+ AR +2,)](dB—A,dy)+E(dy—2,d 8)+Pir,dx=0

Combinando las cuatro raices de dos en dos, pueden deducirse de la igualdad anterior otras
cinco, que junto con las (8" permitan hallar dos integrales particulares, tales comou = a
y v =Dh, las cuales, al suponer una de ellas funcion arbitraria de la otra, tal como u = f(v),
tendremos segun los principios ya expuestos una integral primitiva de la ecuacion dada (1).
De esta suerte queda resuelto el primer caso de los dos que habiamos indicado en el
principio del presente articulo.

T L Lx 43 {3 {3

11
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Vamos a pasar ahora al segundo caso, conservando las mismas notaciones del primero. Sea
la ecuacion siguiente:

Ao, +BB,+Cy,+D3 +Eg +F (0‘13’1 +[312)+G(0‘151_Y1[31)+ H (0‘181_8131)+ L(5151 _Y12)+

+M (Byg; —8v,)+ N ( V1€~ 61)+P 0

Si u = f(v) es una primera integral de esta ecuacion, siendo f una funcion arbitraria, y u, v,
funciones de x,y, z,p, q, I, S, t, a, B, v, 8; cada una satisfara al sistema de ecuaciones que

sigue:
of of of ) of o,
PM—A(ax]aS—E(ay) ( (ay) '
of of _of of ., of of of of
e B e M ey (5 a5 o M -0
of of \of
" 5 ax a;s

of of \of
(&) (55

X \

OX
of of of of of of
Ayt Canm E asaa‘F[ )

2
_A[af} Lpdf o _of of (

25 da. 06 8y80t
—F@ Hﬂ_Mﬂ 0,
B da
@) afaf fof of of | af of _
of o of of
of of . of
—G%ma—r\la_o,
of of _ of of of of of of of of °
FHn Cant H[GB} MM EE &
gdtaot oot gotor otof oot oot g

Gpo5 OB oy 0o dd 000 6005 oy da

of of of of of of  of of  of of
—F{} +G6Y68+H{ay} Hagm Magas Noyoa="

Para llegar a este resultado, empezaremos suponiendo que u = f(v) sea una primera
integral de (1), bajo las condiciones anteriormente supuestas. Asi, pues, tendremos:

12
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(gj+6u 6135”% 1+gg51_f(){(g§)+av 5BB1 ay +2§51]
() 2B B0 o] () 2 2, 0 0|

de donde resulta,

ou ou
(ax)+

ov

BBl ayy1+8u61_(g;)+al+ BBI Gy 8v61

(g;j B1+6B 1

8u ou @ oV ov ov
&YS +681 (ayj [31 6BY1+8'y8+66

Por fin, después de toda reduccion, se obtiene:

B33

538
W8
() {25-E4lhn

do. 06  Oa. 06

y U _6(\1(%} (0,8, —v:B, ]+ [ au 6\/_8V6u} [o6, 3484

Y1 ]+ [ggg\é _%gg} [B181 _Y151]

b [(2)(32)H2)(2 ]

En el supuesto de que esta ecuacion sea equivalente a (1), cabra escribir:

13
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A58~ "
35 ()55 o
(333535350 ©
(GG REE)aow
B (3)3-e ‘
. DY Ny, (1)
%%_%%zeu (9)
e (m)
%%_%%zm, (n)
(BEHEE)-r "

De la combinacion de estas doce igualdades resultan las ecuaciones (2) que tratamos de

demostrar. En efecto, por ejemplo, al multiplicar (f) por %“ (9) por a_g, y (1) por g“ se

deduce:
au ou 8u
aa GaB ay =0

De un modo analogo se obtiene:

ou ou au .
de (), (h)y(m), Fas™ Ha[3 Mo =0;

de(g), (h)y(n) GMU_HM, NU_p

s oyt da
ou au ou .
de (1), (m)y (n), L$—M o N8[3 0;

14
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Por medio de combinaciones mas complicadas pueden resultar nuevas ecuaciones del
sistema que se busca. En efecto, multiplicando:

@ por(5)55 @vor [F)22 Orper (2[5 yorpor 5

después de sumar los resultados, se halla:
ouau Qu|du _y(ou)fdu)_poudu_
A(axjas+E(ay)aa H(ax)(ayj Poo a0

Por otra parte, si multiplicamos: (a) por 2424 (b) por _6_“5_“ , (&) por [ } (m) por

B3

ou \ou ou ou \ou
(ayj .y (h) por {(ax)an”(ayjaB} en este caso resulta:

oudu nouadu ou ou|ou ou\ou  (oulouf _
Aapas Boods E[aa} +M(0yj8a H{(ax)8a+(6yjaﬁ} 0

Asi podriamos continuar obteniendo nuevas ecuaciones del sistema (2), pero como quiera
que es dificil atinar las diferentes combinaciones que deben tenerse presentes para alcanzar
el fin que se desea, es preferible seguir una marcha general para obtenerlas todas de una
vez. Supongamos gue una integral de la ecuacién dada (1), sea

F(X,y,z, p.a.1,s,t,a,pB,7,8)=
Segun lo que precede cabra escribir:

oF), oF L OF
(6x)+ o0 * [351 ay taoa=0

oF aF oF . _
(ay) Bl aB Y1 8}/61 6881_0

de donde
oF oF
( ) aﬁﬁl‘*a 1+8881
= oF
oo
oF oF oF oF
(fw} R
f1=" oF
ES

15
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Al sustituir estos valores en la ecuacion dada (1), quitando denominadores y ordenando
el desarrollo, seguin potencias de p,, v, 8,, resultan las combinaciones siguientes:

B1, v1s 01, Blz’ va 612, Brya, Bidys Y10

y ademas el término independiente. Asi, pues, en totalidad tendremos el desarrollo que a

continuacion se expresa:

oF

PaFaF_A(aF)aF_E
ool

05 oo OX ) 06

(&%

+(Z)(5)

OF OF , o OF OF _,, OF(oF oF ) oF oF)oF [oF
B{ AdpasPaaast Has(ay}rH(axjaa_M(ay)_E[ax”
OFOF | ~OFOF _OFOF - (0F\oF . (OF\oF ., (OF\oF
{ Aoy Cancs Copaa F(ax)aa H(ayjaerH(ax)aB}
DOF OF g OF OF o (OF\OF , \ OF(OF), [ oF ) oF
{A Do Eoda G(ax) +H (a) ()a}
F OF OF | 6F6F_M[8FT
8&66 OB oo oa.
yOFoF _oFoF _\ oFoF | OF oF
oy op ' oy a5 opdo o dd
o L TeF OF OF \, OF oF
+51{ G[aa} H %5 8860(}
2
pOFOF _sOFOF | 0F OF OF g OF OF | OF
”3”1{ B Coadd H[as} *Haa o M3 0 N[aa”
gOFoF yoFoF ,OFOF yOFdF | OF OF \, oF oF
+ﬁ151{ Moo gy Hanas Honas e 6*y60c}
2
OFOF  [oF | oFoF ,, OFOF  oF oF | _

Igualando a cero los diferentes coeficientes, se obtiene:

16
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E e G

G LR g5 (DEw (§)E-<[E -
—A%% c%%w%% (gj ( jgyF+H(g§)gE=0,
AE[ o E LT E-o(DEE(E) (55
—Fﬁm%—mgzo,

R MR

. H[ng Wi BH

Conviene advertir que F representa una integral de (1), lo mismo que u, empero como
entre las funciones u y v existe en todas las derivadas completa simetria, de ahi se infiere
que F, asi puede referirse a u como a v, quedando asi comprobado con toda generalidad el

grupo de férmulas (2).

Ademas, segun el primer procedimiento hemos encontrado las igualdades siguientes:

ou _
Lfﬂoc

ou

Fo=—HZS+

00

ou
C% 00

N _
-3

ou
G+ BB

ou

ou
Fi
oy

Mau

:O,

op 0

ou
-H=+
oy

ou
M =
év

ou _
N@a_o'
Nau

op 0

mientras que por el segundo solo hemos hallado las (b") y (c".

17
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Esto depende de que las (a") y (d') son consecuencias de (b") y (c"). En efecto, se tiene de
(b) y (c).

MU, Faudu_yyoudu_

do oy ad oy oBoy

ou ou ou ou ou ou _
Cap NorapNoadp

0,

de donde, restando y teniendo presentes los valores (3) de My N,

o 05 op 05

8o, OB

GOUOU cdudu_,, 0udu_\ouou_1fououfoudv ovou| ououfoudv avou
oy 05 oy 06

5B b oy  dady 0o o oo dy
_1dudu|duov oJuov :L@@
da. 05

~ p oo dé

ooy oy dp
Asi, pues, inmediatamente resultan las dos igualdades:

LU _gU U _g U U, NU_g

do. 0 oy % oy B
que corresponden con (a") y (d").
Con lo que precede queda completamente probado que la ecuacién dada (1) depende del
sistema general (2), y en este concepto solo falta demostrar que dicho sistema a la par va a
depender de una ecuacion entre derivadas parciales de primer orden y lineal, con lo cual
podremos dar por resuelto el problema.

Para ello tomaremos del sistema general, las tres igualdades:

QU _ QU U _
Fos HaB+Maa 0,

2
ouou_goudu_oufou)_(au\au, \(du)ou, g[oul _
A a5 Boa o H@B(&yj H(@Xj6a+M(8yj8a+E[8a} 0
ouou g (au)ou . (ou)(ou)_poudu _
A(8XJOS+EE6yj8a H(axj(ay) P36 oo = °

De la primera se deduce:

ou_1[pou, yau
a_B‘H[F aa*Maa}

al sustituir este valor en la segunda, se tiene:
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Alcdu youlou qouou (aul[gou, g oul (ou\ou  y(ou)ou, [au] _
[Faa’LMaa}aa B oo 35 (ayj[FaSJrMaa} H(ax)aJM(ayjaa“LE[aa} 0

y al multiplicar esta ecuacion por la indeterminada A, y sumando el resultado con la
tercera, se halla por fin:

2
AF}{au} +E7{au} . (AM —BH )2.—PH auau_”au[auj Hy(éujau

H 0% oo H oo 00 06\ oy OX ) oo -
aulau, p(auldu _y(aul(au)_
+A(GXJ8S+E(8y)8a H(ax)(ayj
Consideremos ahora el producto
QU | pfQu), auff, du au ), ou
(5) [Eaa+m(8x)+n86}[kaa+m(ayj-m68} 0
0 sea
2
au oulau . 0udu  eo.0ufou (U QU Ul ou
E){aa} +mk(ax)a Y35 o +Em’ 6a(6yj+mm(axj(6y)+mna&(ayj

2
ou ou o ou\ou Jou |t
+En’ a—%+mn (8)()66”'“ [} =0

Al comparar este resultado con el anterior, se encuentra

EA=EA  mA=—H0x, nx+En'=(AM ~BH)L-PH

H i)
E'm=E, mm'=—-H, nm'=—-F2, mn'= A, nn':ﬁx
lo que da:
m=-H, m=1 n=-FA, n-:_e’
FKZ—Eﬁz(AM ‘B:)x‘PH . FH22+(AM —BH)A+(EA-PH)=0

Por fin, si se sustituyen estos valores en (5), se tiene:

ou ou ou ou [ ou Aou|_
[Eaa_H(ax) ”a&ﬂka +(ay)_Has}o

Esta ecuacion forma parte del nuevo sistema equivalente al anterior, con la ventaja de
poderla descomponer en dos de primer orden.
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de cuarto orden, con dos variables independientes.

Consideremos ahora las ecuaciones siguientes del sistema (2).

G _pjou, Ny

5 oy iy

ou ou au ou @ ou \aou ou(ou ou \ou _
A[GS} Daaaa+E&yaa G( )88 H&y(@x) H(ayjas 0

ou \ou ou\ou ,(oulfou ouou _
A(a )a& E(ayjaa H (axj[ay) P36 oo = °
De estas ecuaciones se originan como antes los calculos que a continuacion se expresan:

_1j~0u ou
‘H[Gas”\'a }

22

ou au ou ou ou | ou ou \ou ou ou |( ou ou \ou _
[a} 05+H[Gaa+Na }aaw(ax)as [Gaswaa}(aj H(ay)as‘o
EN [ou oul’ (DH-EG)u+PH qu du 8u(6uj (a )ﬁu (au)au
H M[Ga} A [as} H do s VPaolax) MM e w A &)
ou|du _y(oulfau)_
(5)an(3)5 )

Si comparamos esta ecuacion con

ou ou ou ou ou ou |
(6) {A%+m(ayj+na“ 66+m(ax)+naa}_0,

0 Sea

2
ou ou \ou ou ou Ou( ou ou \(ou . OU(du
A“[aa} +m“(ayjas NG, a5 T AM 66(6xj+mm(ay)(6x)+mn ( j+
2
0uU ou au | ou ou |” _
An' 35 a +mn(ay)aa+n n[aa} 0

se deducen inmediatamente las igualdades

Au=Ap,  mp=-Hy, nu+An‘=—(DH_Eﬁ)“+PH,

Am'= A, mm'=—-H, m'n=-Np, mn'=E, nn'=%u

20



Lauro Clariana Ricart Estudio de las ecuaciones entre derivadas parciales
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lo que da:
AE _EGu-DHp-PH
H H ’

m=-H, m=1 n=-Ny, n'=—5, ~Np®-
NH p® +(EG - DG )u—(PH — AE)=0.

Al sustituir estos valores en (6), se obtiene

ou_ 4fou) ou ou_ (ou)_E ou|_
{Aas H(ay] N aaM 68+(8x) Haa}

Esta ecuacion forma parte del nuevo sistema equivalente al anterior (2); y puede también
descomponerse en dos de primer orden, como en el caso precedente.

En este concepto, si tomamos los primeros factores de las dos ecuaciones halladas, junto
con dos del primer sistema, tendremos un nuevo sistema que convendré a la ecuacion
primitiva (1), permitiéndonos este Ultimo sistema pasar a una ecuacion entre derivadas
parciales de primer orden, siendo ademaés lineal. En efecto, sea dicho sistema:

g ou ou _Ho ou MU 6u :0 (a..)

3% B
ou ou ou "
G- H5+N£—O, (b")
E—— (gj anu 0, (¢

A—— (gyj N gz 0. (@)

Si multiplicamos las igualdades (b"), (c") y (d "), respectivamente por I, m, n, y las
sumamos con (a"), resulta:

ou ou, ou, .o0u,,o0u ,0u, ou,6sou
nAay Hn{aerqaZ+Sap+taq+Bar+y83+68t}+
A _pyplou, you, ou ou, ou, g0u . OU
+mE6a Hm{a +p +rap+56q+ ar TP TY 6t}
B ou ou au ou ou ou ou 6u
Nnua kaa6 IG65 ch'}y NIa +F88 H6[3 +M==0
0 sea:
ou ou ou ou
(nA- Fm;\+|G+F)a8 +(mE - an+NI+M)aa Hna—Hma——(anJerp)——

ou ou ou ou _
—(Hns + Hmp) P —(Hnt + Hrns)aq (Hnp + Hmoc)a——(Hny+ HmB)——(Hn5+ Hmk)g— % HIZ o =0.
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Habiendo llegado a una ecuacion entre derivadas parciales de primer orden y lineal, ya
sabemos por los principios de calculo integral, que se resuelve refiriéndola al sistema de
ecuaciones diferenciales siguiente:

dx _ dy _ dz _ dp
—Hm ~ —Hn "~ —(Hng+Hmp)  —(Hns+Hmp)
_ dg _ dr _ ds
~ —(Hnt+Hms)  —(HnpB+Hmo) —(Hny+HmB)
(7)
B dt B da
~ —(Hnd+Hmy)  mE-Nnp+NI+M
_dB _ dy dd _dB _ dy ds

"ZH —HI nA-FmA+IG+F -H -Hl nA-FmA+IG+F

Por fin, para eliminar I, m, n, bastara atender a los desarrollos siguientes que se deducen de
las igualdades anteriores;

m= 4% n:dy Izd— _dB_ do
dp’ dp’ B’ Ho dxg Oy o on97m
dBE NdBp+NdB+M
Edx— N pdy+Nd y+Md B+ Hd a =0, —%:d ds g ,
WA g e,k
dp dp~ dp

Ady-FAdx+Gdy+FdB+Hd5=0

De esta suerte, uniendo estas dos Gltimas ecuaciones diferenciales totales ordinarias con
todas las deméas que se pueden deducir de las igualdades (7), junto con los diferentes
valores de A y p que se deducen de las ecuaciones de segundo grado de que dependen,
cabra formar diferentes sistemas de ecuaciones diferenciales totales ordinarias; si por
algunos de estos sistemas se pueden deducir dos integrales de la forma u = a, v = b;
suponiendo que una sea funcion arbitraria de la otra, esto es, u = f(v), tendremos con ello
una primera integral de la ecuacion dada, que es lo que nos habiamos propuesto
determinar, en el caso general de una ecuacion entre derivadas parciales de cuarto orden
con dos variables independientes.

Zaragoza, afios 1903 y 1904
Lauro Clariana Ricart
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