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onocida es la importancia que se debe conceder al movimiento armonico,
como base de los movimientos vibratorios, cuyos constituyen hoy el fundamento de la Fisica
matematica.

Cuando un punto movil se halla sujeto a una aceleracion, que se dirige constantemente hacia
un punto fijo, obrando siempre en la misma direccién, y siendo proporcional a la distancia
que separa el punto movil del fijo, resulta el movimiento armonico simple.

Ahora bien; cuando la aceleracion es funcién, en general, de dicha distancia y, ademas, se
consideran los movimientos isocronos, se origina una parte importante del estudio
correspondiente al Tautocronismo, y, en este concepto, bien cabe considerar el movimiento
arménico como un caso particular del anterior.

Generalmente, los autores de Mecénica estudian el movimiento armonico directamente, esto
es, suponiendo la aceleracion proporcional a la distancia del punto movil al punto fijo;
empero, también cabe deducir las consecuencias del precitado movimiento, partiendo de una
férmula més general, la cual, al propio tiempo que permite obtener los resultados con mas
rapidez, de origen a que se pueda apreciar una vez mas la importancia que debe atribuirse a
las integrales de Euler.

El problema, pues, que tratamos de desarrollar, puede formularse en los términos siguientes:
«Determinar el tiempo que tardara un punto movil en alcanzar a otro punto fijo, actuando en
el primero una aceleracion proporcional a la enésima potencia de la distancia al punto fijo, y
sin velocidad inicial.»

La ecuacion diferencial, en este caso, cabe expresarla por:

siendo ® una constante. Facilmente se conciben las transformaciones que a continuacién se
expresan:

n+l
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X, representa la posicion inicial del moévil parat = 0. Respecto a la velocidad inicial v, aqui se
considera nula.
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Luego se deducen las igualdades siguientes:
%:w 2 /X(rJHI _Xn+1
dt Vn+]1
dt=1 In+1 dx
() 2 /X(r)wl _ Xn+|

de donde, al integrar definitivamente, resulta:
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al suponer: x = X,V se obtiene:
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Esta integral puede referirse a la integral de primera especie de Euler, con solo suponer

n+l
I-n R — 1
e | n+l n+l -2
T =X,2 N J‘ 22" (1-2) 2dz
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v =z de donde:
I-n
e | n+l 1
T=% (n+NoV 2 B[n+|’2}

Segun la integral de segunda especie de Euler, tendriamos, por fin,

Toyz | n+l r(nlﬂjr(é)

=% n+NoV 2 F( | +|)

n+l 2

0 sea

De modo que, si suponemos n = 1, hallase
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Formula, que no solo da el tiempo para que el punto maévil pase desde su posicion inicial al
punto fijo, sino que nos dice que dicho tiempo es independiente de la posicion inicial del
punto movil.

Este resultado concuerda perfectamente con el que nos ofrece el movimiento armonico

estudiado directamente. En efecto, segun la definicion dada a esta clase de movimientos,
podemaos establecer la ecuacidn diferencial siguiente:

ecuacion diferencial lineal, de coeficientes constantes, la cual se integra sencillamente por el
metodo de Euler, obteniéndose

x=C,et-! Lc et

=4 2

0 sea

x=cl(cosm+ -Isenmt)+cz (cosot—+v—1senwt) =(Cy +Cy)cosot++v/—1(C;—Cy)senmt =
=Acosot+Bsenot

Parat=0, se deduce X, = A yal tomar la derivada:

dx
dt

v,
v=-Ansen ot + Bocosot, resulta EO =B

Asi, en definitiva, tendremos:

v
X = Xo COS ot + —>sen ot
Q)

Mas al suponer la velocidad inicial igual a cero, como en el caso anterior, se tiene:
x=xpcosmt  [2]
Esta es la verdadera expresion, en el caso supuesto, del movimiento armonico.

Ahora bien, facilmente se concibe que, si consideramos una circunferencia de radio x, y

suponemos los diferentes puntos de la misma proyectados sobre el diametro que tomamos por
eje X, y como arranque del movimiento, dichas proyecciones podran considerarse como
posiciones de otro punto movil en correspondencia siempre con el primero. Y como quiera
gue los valores en X, que se obtienen en esta proyeccion, dan origen a una formula igual a la
[2] (en el concepto de que la velocidad angular del movimiento uniforme de la circunferencia
se exprese por m); por esto se dice que el movimiento proyectado es armonico.
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Asi, pues, si sobre la direccion de un radio cualquiera, tomamos varios puntos, ellos daran
origen a diferentes circunferencias que tendran todas por centro Unico el punto fijo.

Al designar los radios respectivos por X, X'y,---, correspondientes a las velocidades
Vo, V'y,--+, S& comprende que, por las condiciones especiales del problema, tendra que
verificarse:

Yo _ Vo

—= = wm =Vvelocidad angular comin
Xo X

Ademas, si llamamos t el tiempo necesario para que X, de una vuelta completa, tiempo
correspondiente al que se designa bajo el nombre de periodo, debe resultar:

VoT=271Xg =Xy®wtT dedonde = % [3]
Para otro punto, tal como X', tendriamos:
L R vy ' " 27'[
Vot =21Xo = x0T lego ' =2% [4]

Al comparar [3] con [4] se deduce T =1'. Luego los movimientos armoénicos que resultan de
las proyecciones de los puntos de las diferentes circunferencias precitadas, son isdcronos; o,
bajo otros términos: cualesquiera que sean las amplitudes que se consideren como
representantes de los diferentes radios de las circunferencias, el tiempo que transcurre para
que los diferentes puntos movibles, en direccion del diametro, vuelvan a sus posiciones
iniciales, es el mismo para todos. Esta es la consecuencia que hemos sacado directamente de
la formula general.

Por fin, para probar que las expresiones de los tiempos también se corresponden en los dos
casos, bastara considerar un cuarto de periodo en [3], para que el tiempo sea el necesario para
pasar el punto movil de su posicion inicial al punto fijo, tal como hemos considerado en el
problema general.

De esta suerte resulta % = % .Y como quiera que hemos hallado, segtin [1]
X

_ T ; _
T= , setiene T 7]

2m

De ahi se infiere que la formula general, en el concepto de que n = 1, procura de un modo
rapido las consecuencias que se deducen del movimiento armonico simple, estudiado
directamente.
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