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n el presente articulo, propéngome dar a conocer un grupo de integrales muy
interesante, y del cual se ocupan poco 0 nada los autores modernos que tratan del calculo
infinitesimal

Esta integrales las designo bajo el nombre de Integrales logaritmico-circulares, porque
contienen, dentro del signo integral, alguna funcién logaritmica, la cual a la vez depende de
otras circulares.

No he vacilado en dar explicacion detallada de todos los célculos que requiere el desarrollo de
las precitadas integrales, pues entiendo que la demasiada condensacion en matematicas, es
origen de desaliento y abandono por parte de algunos lectores, resultando infructiferos
muchos de los trabajos cientificos que salen a diario, y, sobre todo, si llevan el sello de la
matematica superior.
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Empezaremos por el estudio de la integral siguiente:

| (I+ncosx)dx

de la cual deduciremos luego muchas otras particulares de grande interés.

Ante todo, conviene desarrollar bajo forma de serie, la funcion que estd dentro del signo
integral:
[ 2 I 3 [ 4

I(I+ncosx):ncosx—§n coszx+§n cos3x—zn cos* x+--- (A)

Las potencias de estos cosenos, en funcién de los arcos multiplos, se determinaran por medio
de la formula trigonométrica siguiente:

2 2| m2 2
ooy m? o mA(m?-4) mf o o\
cCoSMmMX =Co0s 5 (I 5 COS™ X+ 1234 COS X J-i-msen 2 (COSX 123 COS™ X+ j

) Para darse cuenta exacta del desarrollo de dicha formula, comenzaremos por considerar la funcién n= cos(m.arccosx)

de donde resulta:

2 2
. . mXxsen{m.arccosx m~cos{m.arccosx
dn_ msen(marccosx)  d%n _, mxsen( )_m*cos( L O I L R
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Derivando p veces consecutivas esta igualdad, o aplicando, para mayor rapidez, la formula de Leibnitz, se tiene:

2)dP*2n dP n 5dPn . dPn dP?n 4Pn . 2dPn
-X7} >~ T P P X TP tm —=0
dxP* dxP* dxP dxP  dxP* dxP dxP

ERSER

Ahora bien; en el concepto de referirnos al arco menor de todos los que podriamos considerar, cabe escribir

Siendo x = 0, se obtiene:

ng = cosm (arccos0)=cosmZ,

(@j =msenmZ
2 0

dx 2

Al dar valores particulares a p, segin la formula general [a], resulta:

=1, [d_?’”JO - (1— m2) (%)0 = (1—m2).msenm%,

5
p=3 |41 :(Q—mz)ﬁ—mz).msenmﬂ,
o )y 2

p=2, {d—zln) —(4—m2)[d—2n] :—(4—m2)m2cosm%
0 0

—(16 - mZ) (4— mz).m2 cosm%
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Por induccién, tendremos

2n+2
d*n :(_1)n+1m2(m2 4) (mz 16) ...... (m2_4n2) cosm.
dX n+2 2 ( )
¥
2n+1
_‘; S (mz,l)( 2_g)... [mzf(anl)z]msenmE
X

Si suponemos cosx =y, al propio tiempo que se aplique la férmula de Mac-Laurin, para tener el desarrollo en serie de la
funcién dada en potencias de cosx, resulta:

2 2 3 3
dn dn| Yy dn| y
o) o[ £2) (53 o
dy ), dy2 01.2 dy3 01.2.3
0 sea, en el supuesto de referir las derivadas (y) ay,

2 2 m!mz-—l) 2

s T m T T
N =C0S MX = COS M-+ MSeN M+ X COS X — — COS M= X C0S~ X — SeN M- X COS“ X + -+
2 2 1.2 2 1.2.3 2

Asi pues, tendremos, en definitiva:

2 2| 2 2
mm m“{m° -4 mr —
COSI'T1X—COS—[1—m—COSZX+ 0054x-~]+msen—[cosx—m ICOSSX+---J

2 2 1234 2 1.23
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Dando valores particulares a m, se obtienen las igualdades que a continuacion se expresan:

m=2,  cos2X=-I+2cos’ X,

m=3,  C0S3Xx=-3C0osX+4cos’ X,

m=4, cos4x=I-8cos’ x+8cos”x,

de donde se deduce:

2, I 1
cos x_—2+—2c052x,

3 3 |

X== P — X
COS 4cos +4cos3 ,

4 1 | 3

=—-C0S4X+=C0S2X+=

CoS" X 8cos x+2cos x+8,

Sustituyendo estos valores en [A], se tiene

= _l 2 l l l 3 § l _l 4 l l ~
| (I+ncosx)=ncos x N (2+20052xj+3n( CoS X+ cosij n (Scos4x+2c052x+83)+
_ Il 134 1 L33, . Foverenes
57" g" [n 34" }cosx [B]

Si suponemos ahora:
| (I+ncosx)=—A+Bcosx—Ccos2x+ Dcos3x:-----[C]

al comparar este resultado con el anterior, se deduce:

_In” I3n 135n 1357n .
A= ot 24 4 2466124688 "
de donde
dA 1 2 13.4 1356
“an =2" *22" *226" 7
y, en virtud del binomio
1
2y 2y, 1l2, 13 4
(I n) I+2n +24n+
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resulta

-1, osea d A=L—@

I-n nvI—n

Para integrar esta ecuacion, sea n = % , luego

dt :—I(t+\/t27—1j=

dn  _
n\/I—n2 \/tZ—I

Ademas, como

I _I=41-n?
n

|
t+J¥—I

en totalidad, se hallara:

n n2

2 2
A=| {I— vi-n }4 n=|l=vI=n"  ~
Digno de mencién es que si n = 0, anula la funcion 1(I+ncosx), es preciso que A se anule
también segun el teorema de Descartes. Ahora, como quiera que

1-I-n?
n2
se reduce a la forma indeterminada cuando n = 0, segun el analisis ordinario, basta atender a
las derivadas respectivas de los dos términos del quebrado anterior, para deducir su verdadero
valor, esto es:
2n

AI-n? _

I
2n 2\/I—n2

y para que n =0, resulta % Asi, pues, tendremos:

I _
I§+C—O
de donde

C=12
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luego
1
— _ 2
A I2 212n
n
De un modo analogo de [B] y [C] resulta
lp_1,,13n° 135n°
283" 543 2465 "
2
ndB _1 2,13 4, 135 5 S T
odn 2" T24" Toae" Tt !

Para integrar esta ecuacion diferencial, admitiremos la igualdad de condicion n = cos x , luego

—senxdx dx

2\/1 N2 cos? x vI-cos? x__COSZX

Asi, pues, se tiene

_tang x = VI—cos® x :_\/I;n2

J- 2/1 n2 Icosx ~ COSX

> | —

2

Respecto a la integral de ( dnj se deduce j _dn_
n n

De modo, que en totalidad, resulta:

Bz( vI-n | 1
n n

i

Si atendemos al valor hallado para A, se deduce inmediatamente

A=1B
n
Para obtener los valores de los demas coeficientes C, D, E.......... , basta diferenciar la

ecuacion [C]. En efecto, se tiene:
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—nsenxdx
I+n.cosx

=—-B.senx.dx+2Csen2x.dx—3D.sen3x.dx+---

A este punto interesa transformar en sumas los productos

SENX.COSX,  SeN2X.CoSX,  Sen3x.cosx:---, ()

Yy, en su virtud, tendremos:

—n.senx.dx = —(I+n.cosx)Bsenx.dx+2(I+ncosx) Csen2x.dx—3(I+ncosx)Dsen3x.dx+---

0=-B| senx+2C| sen2x—-3D| sen3x+---
+Cn —%Bn +Cn
3 4
+n EDn +§En
Por consiguiente
C=B_n, D=4C—Bn, E=6D—ZCn,.
n 3n 4n
y, COMO quiera que
2
n

resulta;

Para la transformacion de dichos productos en sumas, atenderemos a la férmula general de trigonometria:

A+senB=2sen A; B cosAg B
de donde resulta:
senx.cosx:%(senAJrsenB), A;B =X, AEB =X, A=2x, B=0,
SeNnXx.Cosx :%senZX;
sen2x.cosx=%(senA+senB), #:2& AEB =X, A=3Xx, B=x,
$en2x.cosx =%(sen3x+senx);
sen3x.cosx:%(senA+senB), A;B =3x, AEB =x, A=4x, B=2x,

$en3x.cosx = %(sen4x +sen2x);
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2
g_2I=V-1-n"
1 n
2
pl=V-1-n* (I—\/—I—nzj
C- n _2
n 2 n2 ’
D

Continuando los célculos, o si se quiere por simple induccion, se halla:

(R ()

4 n 5 n

Si, para abreviar, suponemos

al sustituir valores en la funcion primitiva [C], se obtiene:

2m 2 2 2

| (I+n.cosx)=—152 + £mcosx—<m? cos2x+<m?cos3x--- [a]

n I 2 3

resultando, para la integral definitiva propuesta desde un principio,

2 2

I 4 9 16

j dx.I(I+n.cosx)=—xIZTm+stenx—gmzsen2x+—m3sen3x——m4sen4x+ o

2

m°sen5x---+C

Esta es la formula general que sirve de base para resolver los diferentes casos particulares de

gue NoS vamaos a ocupar.

T3 43 {3 3 {3 {3
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Para hallar la integral

j I (a+cosx)dx

la descompondremos del modo siguiente:

J‘ I(a+cosx)dx:j Ia(I+écosx)dx=J‘ [Ia+l(l+écosxﬂdx=xla+j I(I+%cosxjdx

Esta Gltima integral se puede referir a la integral anterior, suponiendo n:é. En este

concepto, se tiene:

m=1=VvI=n" “:]_nz=a—\/a2—l

luego en definitiva, resulta:

2 3
jI(a+cosx)dx:xIa—xIZa(a—\/a2—1j+%[a—\/a2—IJsenx—%(a— az—Ij sen2x+g(a—\/a2—lj sen3x: -

9

La integral general que hemos hallado, es tan fecunda, que es suficiente para resolver muchas
otras dentro del mismo grupo que consideramos; empero importa antes determinar los valores
particulares que resultan para la funcion logaritmica [a], para valores particulares de n.

En efecto; si suponemosn = I, 6 n = -1, se deduce:
I(I+cosx):—I2+%cosx—%c032x+%cos3x— ------
I(I—cosx):—I2—%cosx—%cost—%cos3x— ------

0 sea

XY I 2 2 2

I(1+cosx)=12| cos2 | =1.2+2lcos: X =—12+%Cc0SX~2C0S2X+2COS3X -+~

2 2 1 2 3
de donde

|Coslxz_|2+COSX_C032X+C°53X_...

2 1 2 3
Y, de un modo anélogo,
1Y 2 2 2
I(I—cosx):lz(senixj =127 c0osX 2 C0S2X~ 5COSIX—+----
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de donde
I, |, COSX COS2X COS3X
Isenz X=-12 I > 3
En su consecuencia:
Ly 200sx_2 _2 .
I th X=71 COSX 3 c0s3Xx 5 C0S5X

Las formulas precedentes pueden utilizarse para comprobar diferentes formulas integrales que
se encuentran en la célebre obra de D. Bierens de Haan; tales son, por ejemplo, las siguientes:

SIE]

(D"

[1] I(I+cosx)dx:——rcl 2+22 ~ (Tabla 334.- Nim. 6)
J, (2n+1)
(- C1y ,
2] 1(1-cosx)dx=—Lrl2- 22 ——/_ (Tabla 334.- Nim. 7)
J. 2 (2n+1)
* % © n
I I (-1) .
3 lcosxdx=——nl2+5) ——— Tabla 304.- Num.1
] Jo TRE (2n+1)? ( )
[4] (- Isenxdx:—lnIZ—li 0 (Tabla 303.- Ntm.1)
J, ' 4 2% (2n+1)° ' '
(- S} ,
[5] cot— dx_—nl 2+22 T N (Tabla 238.- NGm. 4)
J, (2n+1)°

Para comprobar [1], atenderemos a la igualdad hallada

I(I+cosx)=—|2+%cosx—%c032x+%c033x—%cos4x+ ''''
luego
TZ[I(I I
IO +cosx)dx=——|2+2[1 3 2—5—}

Este desarrollo permite ser expresado de un modo breve, como lo indica Bierens de Haan; asi

INJE]

I (1+cosx)dx

J

conforme a la integral [1]

= 7t|2+2Z

2n+I

10
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Si hubiésemos partido de la funcion logaritmica mas sencilla

X _ COSX COS2X , COS3X
Icosz_ 12+ I 5t 3

al integrar tendriamos

j lcosX = x| 24 SENX _sen2x . sen3x

2 I 4 9

Si suponemos ahora % =t, de donde dx=2dt, x =2t, resulta:

[a] J‘|Costx2dt:_2t|2+sen2t_sen4t+sen6t___.

I 4 9

Y si los limites son 0 y % se obtiene

TS N S S
jo I cost.dt = 4I2+2(I 9+ )

7 o N
_omy, Iy (D"
j | cost.dt = 4I2+ZZO:( E
0

~la
L]

0 Sea

resultado que concuerda con la formula [3]

Ahora bien; si en [a] tomamos como limites 0 y g se obtiene inmediatamente:

__T
IO | cost.dt = 2 12,

resultado que corresponde con el que dan varios autores modernos, como Bertrand, Rouché.

INE

De un modo analogo tendriamos, al partir de

X _ _|»_COSX CO0S2X COS3Xx
Isen2_ 12 | > 3 :

I

la integral

ENE!

_ o, Iy (D"
Isent.dt= 4I2 220:(

conforme a la formula [4].

11
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Cuando los limites de la integral sean 0 y g en este caso se obtiene de la formula anélogo a

[a]:
% T
0 Isent.dt:—zl 2

En suma, de los resultados ultimamente obtenidos, cabe escribir

2 2
j | cost.dt :j I sent.dt = —%I 2
0 0

Igualdades notables por su importancia y que se encuentran en las principales obras de
calculo, si bien con bastantes rodeos para poderlas alcanzar.

Una de tantas aplicaciones que pueden ofrecer estas Gltimas integrales, se refiere a la
determinacion del area correspondiente a la superficie comprendida entre una rama de la
cuadratriz de Dinostrato y el eje x. En efecto; en la obra del matematico G. Texeira, que trata
de varias curvas, al hablar de dicha cuadratriz de Dinostrato, considera para la formula del
area anterior

a
A= 2“‘ x.cotn—x dx,
. 2a

T X
que en el supuesto de que a t, sereduce a:

T

2 (32 22
A:Z(@)J‘ t.cott.dtz—z(@jj I.sent.dt
T 0 T

0
De modo que, en virtud de la Gltima integral hallada, resulta inmediatamente y sin rodeos

4a°1.2
T

A=

No es dificil comprender ahora, que si hubiésemos partido de la formula

I(T—cosx)=-I 2—%cosx—%c032x—%c033x—---

12



Lauro Clariana Ricart Integrales logaritmico-circulares

al integrar, segin los limites 0y g habriamos obtenido la igualdad siguiente:

INJE]

I(I—cosx)dx:—lnl 2—2% D"

correspondiente a la formula [2].

Nos falta, por ultimo, justificar la integral [5], que si bien no tiene la forma logaritmico -
circular, a ella puede referirse, para obtener el notables resultado debido a Legendre, con
solo atender a la igualdad siguiente:
X _ cotX dX
d I.sen2 _cot2 >

En este concepto, se tiene

X
cos=
xcotXdx=2 [ x 2%:2 xdl.senX =2| xIsenX— | IsenXdx
2 senX 2 2 2 2

2

En virtud de las formulas halladas, se tiene

X 4y _ 19 _COSX COS2X COS3X  |4y_ _vIo_ _sen2x sen3x
jlsenidx_j[ 1.2 A > 3 }dx_ x1.2—-senx 7] 9

de donde

INJE
N3

J- xcot%dx:[ZXIseng} —2[—x| 2—senx—m—m—--}2 =
0
0

—2%) l+n|2+2[1—l+~}=5|2+2iﬂ
22 CR S PR

resultado que corresponde con la formula [5] y ultima de Bierens de Haan.
Seguramente el lector que se haya fijado en los ejemplos precedentes, podra venir en
conocimiento de la importancia que debe concederse al grupo de las integrales expuestas,
permitiendo extender su circulo de accion, dentro del mismo grupo, seguin varie su forma,
o se trate de funciones goniomeétricas distintas.
Vitoria, Noviembre-Diciembre de 1906
Lauro Clariana Ricart
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