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INTEGRALES LOGARITMICO-CIRCULARES

POR EL

Dr. 'LAURO CLARIANA RICART

Catedrdtico dr Ciilculo infinitesimal en la Universidad de Bareelona,

En el presente articulo, propéngome dar 4 conocer un grupoe de
integrales muy interesante, y del cual se ocupan poco 6 nada los aato-
res modernos que tratan del cdlculo infinitesimal,

Estas integrales las designo bajo el nombre de /rtegrales logarit-
mico civewlares, porque contienen, dentro del signo integral, alguna
funcion logaritmica, la cual 4 la vez depende de otras circulares.

No he vacilado en dar explicacién detallada de todos los cdlculos
que requiere el desarrollo de las precitadas integrales, pues entiendo
que la demasiada condensacién en matematicas, es origen de desalien-
to y abandono por parte de algunos lectores, resultando infructfferos
muchos de los trabajos cientfficos que salen § diario, y, sobre todo, si
llevan el sello de la matemaitica superior.
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Empezaremos por el estudio de la integral siguiente:

J (14 n-cosx)dx, de la cual deduciremos luego muchas otras
particulares de grande interés.

Ante todo, conviene desarrollar bajo forma de serie, la funcion que
estd dentro del signo integral:

i
1+ n-cosx)=n-cosx— --n‘-’(:ns?.r-!-\‘ .
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1 i (&l
-}«—3— nt . cos? x—z- ntcostxr 4 ... \
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Las potencias de estos cosenos, en funcién de los arcos multiplos,
se determinarin por medio de la férmula trigonométrica siguiente:

”w et m? (m? — 4)
0% ¥ ¥ = COS [ ———CO8*x 4 —————~* cost x ...
¢ 2 ( 2 + 1.2.3.4 )+

™ 2 -

m
—+ 2 - sen (msx-—ﬁI

{*) Para darse cuenta exacta del desarrollo de dicha férmula trigonométrica, comenza
remos pot considerar la funcién #=cos{m - arc « cos XV, de donde resuita:

an N »1 + SN (M - ArC COS X)

ax Vied
m”—"i M X - Sen (M . ATC CoS X) mt - cos (m - arc cos x}
dx (1—ah V1—x2 (1 —=x2) v

a*n dn
— x? — o — 1 .=
(1 x}dx’ T +mt e n=0

Derivando p veces consecutivas esta igualdad, 6 aplicando, para mayor rapidez, Ia

f6rmula de Lelbnitz, se tiene

o d.‘-t-'z”fopx dﬁ%—l”hp' df"+pd_ﬁ”_xdf+1”-
. t:i'.\""-i-2 ) d:c‘o+[ d:\:# dx" dx‘#-’-‘
# '
—p a'n i a' n =0, .
d.l.'}s dx
Siendo v — 0, se obtienc
F a2 d,
(d_:ﬁ) = (Pt — m?) (_ﬁﬁ) (n]
ax?™*? ° dr’ 0

Ahora bien; en €l concepto de referirnos al areo menor de todos los que pedriamos con.

siderar, cabe eseribir

—_

g =008 h ' arc cos 0) = cos m —

d")—”l se ﬂl*‘
(h | =m o sen T

Aldar valores particulares 4 p, segin la formula general { s}, resulta:

din dn ]

p=t'(—d?'-'—),:“_mz}(dx).,::“—m') . msenmnz-,

db") =(9—mt) (1 — »?) » msenmngf,
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Dandao valores particulares 4 m, se obticnen las igualdades que a
continuacion se expresan:

cos 2 ¥ —— 1 | 2cos® ¥,

3
{

m=—3, Cos3xr—-—j3cosx+ 4cosx,

m=—4, c054xr==1—8cos!x+ Scostrx,

de donde se deduce
cos? ¥ ! + : 2
= - cos 2 x
2 2 !
vy 3 !
cos*y = =cosx + —cos}.r,
4 4
1 I 3
coslyr—=--cos 4+ - cos2x+ 7,
8 2 3
Por induccion, tendremos
d:”+2 " -+ x f
e =(wl)" 1»:*(:112——4){:"9—16) ..... (a2 —1m?)cosm 5,
dx2n+= -
d=u+x x LYI
g P ) =) (mE—9) ..., Lo — (2= 1] o - sen M-
dx:n-i—l -

Sl suponemos cos x =¥, al propio tiempe que sc apligue la formula de Mac-Laurin, piua
tener el desatrollo en serie de la funcion dada en potencias de vos v, resulta

dn din »t dimy M
"="“+(?T)oy+(dy’ )o 1.2 +('d—y5'),, Toz.3 T

6 scd, en ¢l supuesto de referir 1as derivadas |y] 4 ¥,

i n me x
»=CO8MX=COs - +Msenm g Xrosa— T ses 5 Keoslv —
- * -

m(mE—1) n ] R
——l—wheanXLos'A+ .....

Asi, pues, tendremos, en definltiva:

nx (1—":—"005!.:.{. (ot - 4)

b v ]
5 3 1‘2.3.4(.0!:.\.--..]{»

COS Mt X =08

LS I -1
+ m - sen o (cosx—-—l—-’:—}_Tcoﬁxﬁ- ..... )




_.._.4_

Substituyendo estos valores en [ A], se tiene

/(1r{-mcos;::):n-cosxu—»;—rz‘—'(";f—k-;fcosz:r)+

I

2 f 3 I
— (--— cos ¥ -+ — Cos 3 ,1:) —
+3 4 4
! I ! .3
— gt | =  cos 2 —
i (8cos4x+2c052x-1—8)+ .....

-+ [ﬂ + ; =t ]cosx—{— | B]

Si suponcmos ahora
Ht —nocosx)=—A +B.cosx —Cicos 2% + D.cos 37 ... [}

al comparar este resultado con el anterior, se deduce

SO IO IS B 1 UL U 15 17 20
A=5-3T3 4T+24-6 6 2-4-6.8 8§
de donde

A r I 3 1-3-5 .
= — P s gt I S
" 2;23—{-247:%—2.4'67:-1— .....
y, en virtud del binomio,
.Y i 13
I — n? 2 o= — it —_ gt
(1 —=?) St i + e,
resuita
n.ii..{lfz-'ﬁ_—_.‘l:;?—]. (’)S(‘.'a, dA=JL__.‘!..E.

o vi—n? n Y1 —n? n
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. |
Para integrar esta ecuacion, sea # = e luego

an dt I

e T — ﬁ:——[f‘ 2 — 1 | =
2 Y1 — nt Vi1 ¢+ )

I 1—VI—n®
=/ e ==/ v
it —1 n

Ademas, como

R —
. 4

en totalidad, se hallara

1 — V1 — 1 — 1 —n¥ .
n n

Digno de mencidn es que si # = 0, anula la funcién /(1 4 » cos z),
es preciso que A se anule también segin el teorema de Descartes,

Ahora, como quiera que

, s reduce & la forma indeter-

minada cuando 2 = 0, segin ¢! anilisis ordinario, basta atender 4 las
derivadas respectivas de los dos términos del quebrado anterior, para
deducir su verdadero valor, esto es:

Zn

1
y para # = O, resulta 5

Asi, pues, tendremos

de donde

luego

2—2(1 —n?)
ni
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De un modo anilogo, de [B] y [C] resulta

g, L. 3 7 L
2 8=zt 4 3 +2-4-6 5
ntd B 1 I3 1-3-5 1
Z e 2 s —_ _
2dn 2"+24”+2-4-6 SR Vi —n? !
dB=2( L_d”).
Y1 —n? n?

Para integrar esta ecuacion diferencial, admitiremos la igualdad de

condicién » = cos #, luego

an . —senxdx . dx
Wyl —nt cos! x Y1 —cos? x  costy
Asi, pues, se tiene
/ i = f —tang ¥ = —
Jont \fI -— n‘ cos? x
y1——c052x Vi—n? '
Cos x . F/4 '
S 4 dn i
Respecto a la integral de (~— ~—:z—) , se deduce —_
n . P
De modo, que en totalidad, resulta:
—VI—n? I 1 — Y1 —
=2 —f=2
8 ( n + n ”

-

Si atendemos al valor hailado para 4, se deduce inmediatamente

a=12.
n

Para obtener los valores de los demas coeficientes C, D, E...

basta diferenciar la ecuacion [C].



En efecto, se tiene:

—nsenzxdx

=—fR-senyx.-dr+2Csenz2r.dx —
I+ #n-cosx +

—3D-sen3x.dx 4

A cste punto interesa transformar en sumas los productos

Sen ¥ - COS %, SEN2x-COS%¥, SEn3 ¥ -COSX .., (%)

y, en su virtud, tendremaos:

—n-senx-dxr=—(1+n-coszg)Bsenx- -dx -+
+2(1 4 2ncosz)Csen2x.dxr—3(1 -4 ncosx) Dsen 3 x-dx +
0= — 4§ senzx - 2 £ |semzx— 3 D sen 3 x -+ .

4 Cn ~ - Bn + Cn

3 4

+ = —2—[);& +—;E1:
Por consiguiente
o B;—n' D— 4C— Bn E:6D——2Cn

3% ) T—,

(*) Para la transformacion de diches productos en sumas, atenderemos & la férmule ge-
neral de trigonometria sen 44 sen B=12sen

- Y ;
A_;‘BLCOS A_, , de donde resulta

A _

5enx»cosx=—12—(senA+SenB). —;;—B-=x, A23=x. A=2x, B=0,
1

senx-cosxs—z—senzx;

A —
sen2x-cosx=%(send+senﬂ‘). —;B-——.Ex. 4ZB=A, A=3x, B=ux,

gen2a+ cosX=

13|

{sen 3 x -} sen x);

sen3x . casx=%(send+sen3), A+B

=X, A=4x, B=2x
=4 vy
sen 3 X - cos = (sendx +sen ),

P R F T R T LN P Pavaraesabanaaa .
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1— Y1 —#n?

y, como quiera que B =2 —— , resulta:
—Vi—n®
2 [-—ylL—n 2 #n -
B=— , = — =
1 n #
_ 2 (1—vVi—wy
T2 nt ’
(1—vVi—n) N 2
D_4C—-Bn__4 ~ 21—V ")_
T 3n 3n o

2 ([--\fl—»nﬂ )3
=\ )

Continuando los cdlculos, 6 si se quiere por simple induccion, se

halla
F_? (J___—' Vi ) o ( 1 ‘"_—_’L) .....
4 4 3 n
. 2
I VL—n— = g5, al substituir

Si, para abreviar, suponemos
n

valores en la funcion primitiva [€], se obtiene

Zm

2 2
/(1 +n-cosx)=-1 - +Tmcosx—»2—m2.coszx+

_{_%mﬁ.cosjjx ..... N Ia}

resultando, para la integral definitiva propuesta desde un principio,

fdx-l(l—i—n-COSx)=-—xl-2—:i+«f—m.senx__

2 2 2
——m?-sen2x+—9—m“-sen3x——-75—m4-sen4,1;+
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Esta es la formula general que sirve de base para resolver los dife-
rentes casos particulares de que nos vamos d ocupar.

Para hallar la integral [. {{a + cos #)d x, la descompendremos

del modo siguiente:

/)l(a—|—cosx)dx=f!a(l—]——:;—cosx)dx=
= /.[la+l(1+%cosx)]dx=xla+

+'fl(l+7lcosx)dx.

Esta dltima integral se puede referir 4 la integral general anterior,
. 1
suponiendo 7 = .

En este concepto, se tiene:
I — Vi—an?

m=_ =g e—ya — 1
n v !

lnego en definitiva, resulta:

fl(a+cosx)dx=x!a—x12a(a—~—Vﬂ"——T)-lr
2 —_— 2 e

_}_T(a_va?-—l)senx——T(a-—va’——l Fsenzax 4
+—g-(a—\/;ﬁﬂ———_l_)ﬂ sen 3 & ...

La integral general que hemos hallado, es tan fecunda, que es su-
ficiente para resolver muchas otras dentro del mismo grupo que consi-
deramos; empero importa antes determinar los valores particulares que
resultan para la funcién logaritmica | &}, para valores particulares de #.
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En efecto; si suponemos =i, ¢ # = — 1, se deduce:

2 2 2
L fcosx):-—/.?—}—Trcosrﬁ—j— coszx—}—?cossx— .....

2 2 2
[l —cosx)=—/2- —l‘cosx*Tvcosz.r—A?’—cgsgx— .....
6 sea
) A i
1t eosy)=1/2 cosfz--) =lv2+2(cos—2—x:—m[2+
oz p 2
4-——COB ¥ — —-cOS 24 + — COS 3 ¥ — ...
I 2 3
de donde
cos ¥ cos 2x cos 3 &
2

1
§ — 4= —F24+ 7 —_
/ cos e + A 2 '

Y, de un modo anilogo,

I 2 2
/{1 —cosx)=/2(sen?x) =——{2— oo x - -
z 2
— - COS 2 g — — COS 3 — ...,
2 3
de donde
I Cos x cos 2.xt cos 3 &
lsen — xe=—172— — — —_—
2 i 2 3

En su consecuencia:
1 2 2 2
ltangsz——Tcosx-—?cosyr——g—cos5:— .....

L.as formulas precedentes pueden utilizarse para comprobar dife.



rentes formulas integrales que se encuentran en la célebre obra de
D. Bierens de Haan; tales son, por ejemplo, las siguientes:

g _ s (=)
II] '/. [(l—i—COSZ')d,r——?ﬂlZ—i—Z?Em
{TABLA 334.- -Num. 6).
‘ ,e (=)

B i
(2] f ![l—cosx)dx:_——z—nlz__a(ZWiF
(TABLA 334.—Nuam. 7).

S I g (=
(3] . '-/ leosy - dx = 7 mlz24 2 T (znp IV
(TaBLA 304.—Num. 1).
r} I S L: _(_l)“
(4] {/ !senxdxr = I-~32—-2¢:*(2—”+—I)2-
{TaBLA 303.—Num. i},

N IR s
(5] / seot Ldr=niagotanl

(TaBLA 238.—Num. 4).

Para comprobar [1], atenderemos 4 la igualdad hallada

2
{1 —}—cos:r)——-—lz—]-—rcosx——;—cos 2x 4

2 2
+—3—cos3x——i~cos4_r T
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Este desarrollo permite ser expresado de un modo breve, como lo

indica Bierens de Haan; asf

x

J i+ cosw)dr=——1 242 f_(z(;‘;;);:_)_{,

[

conforme 4 la integral [1].
Si hubiésemos partido de la funcién logaritmica mas sencilla

cos cos 2% cos 3 x

1cos-5=-——l +- —_ —+ —_

2 3

al integrar tendriamos

x sen sen 2 x sen 3 x
f!cos?dx —xl2 4 —— + 3% _

4 9

. x
Si suponemos ahora = dedonde dxr=2d¢, x=2¢, re-

sulta

sen 2 sen4t sen6t

a._‘ /lcost><' 2dt—=—-—z2tlz2 §__Vm#_, +

Y si los limites son © y i se gbtiene

n T 1 I
leost - dt=—=— —_J24+ —fj1 —— .
f o8 4 +2( 9+ )

Q

0 sea

5 _ g (=1
!’[ lcost- dt== ——l2+2°m,

resultado que concuerda con la férmula [3].

. . . T . .
Ahora bien; si en [a] tomamos como limites 0 y S se obtiene in-



mediatamente

b 3
f’lcost-dt#—g«l-z,

resultado que corresponde con el que dan varios autores modernos,
como Bertrand, Rouché, etc.
De un modo anilogo tendriamos, al partir de

¥ €os 1 cos 2w cos 3 x
lese - == Ja2 7 __MEREF ST ’
2 I 2 3
la integral
ud - .
’ 12 (—1
Isent. dt=-—"—-1/ 2.__),_(__,)1'
: 2% (2rn-41)

conforme 4 la formula [4).
. . ™
Cuando los limites de la integral sean o y P en este caso se ob-

tiene de Ja férmula andloga 4 [«]:

g

/az lsent-dtm—-—%lz.

o .

En suma, de los resultados altimamente obtenidos, cabe escribir

b1 x

LY 7
/ lcost-dt=f lsent.dtz—g—l-z.
o °

Igualdades notables por su importancia y que se encuentran en las
principales obras de calculo, si bien con bastantes rodeos para poderlas
alcanzar.

Una de tantas aplicaciones que pueden ofrecer estas ultimas inte-
grales, se refiere 4 la determinacion del drea correspondiente d la su-
perficie comprendida entre una rama de la cuadratriz de Dindstrato y
el eje x. En efecto; en la obra del matemdtico G. Texeira, que trata
de varias curvas, al hablar de dicha cuadratriz de Dindstrato, consi-

a
, , . T
dera para la formula del drea anterior 4 = 2 f x.cot—z— dx, que
a

b
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LI .
en el supucsto de que = ¢, se reduce i

b ]
*z

2 Ly 2
Azz(-z—a—) / t-cott-dt:——z(—z—f-) lsens-dt
L X *

k1

] a

De modo que, en virtud de la dltima integral hallada, resulta inme-
diamente y sin rodeos
4atl.2

%

A=

No es dificil comprender ahora, que si hubi¢semos partido de la
formula

2 2 pd
{1 ——cosx)z—-lz—Tcosx —;coszx-——?cosgx—— .....

al integrar, segin los limites o y %, habriamos obtenido la igualdad si-

guiente:

3 o . (=17
f 1(!—cosx)dx_-——z—nlz—-z%.(zé-m,

o

correspondiente 4 la formula [2].

Nos falta, por iltimo, justificar la integral [B], que si bien no tiene
la forma logaritmico-circular, a ella puede referirse, para obtener el
notable resultado debido 4 Legendre, con sélo atender 4 la igualdad
siguiente:

x x dx
dl-sen - ==cot~— —— .
P 2 2
En este concepto, se tiene
-
cos —
x * 2 dx M x
xeot — - dy=—2 x. T =2 rdl. sen — =
. 2 ' x 2 . 2
! - sen —

=2[xlsen£-— f'!seuidx]-
2, P



En virtud de las formulas halladas, se tiene

f!sen—i—-dx:

Fl
_ / [—1.2—u9—§£-—‘9-052x _ cos3x q.....]a’x=
. 1 2 3
z_xl-z—-senxf--ffn—zi_-— sen3r
4 9
de donde
31 l
/?xcoti-dx=[2xlsenf—]z-
.. 2 2z ],
—2[—x!24—5enxﬂ—-fen2£m—sinsx e ]=
4 9
=221 L+nzz+z[:-_-é+ ..... ]_—_
T w {—1p
— — 2 h—
22t : 2n+4 1y’

resultado que corresponde con la formula [B] y dltima de Bierens
de Haan. .

Seguramente el lector que se haya fijado en los ejemplos prece-
dentes, podrd venir en conocimiento de la importancia que debe con-
cederse al grupo de las integrales expuestas, permitiendo extender su
circulo de accidn, dentro del mismo grupo, segiin varie su forma, ¢ se
trate de funciones goniométricas distintas.
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