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n la célebre obra del matematico Teixeira que trata de curvas especiales,
encuéntrase un estudio bastante complejo de las cuarticas, empezando por las espiricas
atribuidas a Perseo, correspondientes a las secciones producidas por planos paralelos al eje
de la superficie de un toro, engendrado por un circulo cuando gira alrededor de una recta

situada en su plano.

La ecuacion de la superficie del toro es:
2
[Ii\/x2+22) =R%-y?

siendo y el eje de revolucion, R el radio del circulo generador y | la distancia del centro de
este circulo al eje de la superficie.

En efecto; suponiendo el circulo en el plano zy (fig.1%), se tiene:
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R?=y2+(z-1)* = y? +(1-2)?

Para la superficie de revolucion resulta:

2
RZ:y2+(Ii\/22+x2)
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OiJ?;;E)2=R2—y2 1]

Y para tener la seccion del toro con un plano paralelo (fig.1%) al de xy y a la distanciaz = ¢
[2], basta eliminar z entre [1] y [2], resultando la curva que se proyecta en el plano xy tal

cual es. Asi, pues,
2
(I +4/c? +x2j =R%-y?

de donde
(x2 +y?+ 17 +c? —R2)2 :4I2(x2 +cz) 3]

Fécilmente se comprende que si se considera | —c =R, lo que supone | >R (fig.2?), se
obtiene:
12+c?=R?+2lc

cuyo valor, sustituido en [3], da:

(x2 +y? +2Ic)2 = 4I2(x2 +C2)
de donde
(x2 + y2)2 =41 (1 —c)x? —4lcy?
y siendo
4(1-c)=b*> y 4dlc=2a’
se obtiene la ecuacion de la lemniscata hiperbdlica:

(Xz N y2)2 — b2x2 —aly?

Ahora, al tomar I+c=R, lo que supone | <R (Fig.3%) se CQ

3
obtiene: % -&ﬁ -
12 +¢c2=R%*-2Ic

cuyo valor, substituido en [3], da:

(x2 +y? —2Ic)2 = 4I2(x2 +cz) Figura, 3°
de donde
(x2 + y2)2 =41 (1 +c¢)x? +4lcy®
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y al considerar
4A(1+c)=b* y a*=4lc
se halla
(Xz + y2>2 — b?x? +a2y?

ecuacion de la lemniscata eliptica.

Veamos ahora las secciones intermedias que se pueden suponer entre estas extremas.
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Empecemos por el primer caso, en que | > R, correspondiente al toro abierto.

Presentemos los diferentes casos que pueden ocurrir, y para su mayor inteligencia
indicamos las secciones en el plano yz por una recta paralela al eje y, como traza del plano
secante, llevando aparte el esquema del rebatimiento de dichas secciones.

I >R
c<l-R
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Conforme a la segunda condicion | +c =R, ello supone | <R dando origen a tres casos
correspondientes al toro cerrado.
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Partiendo de las curvas cassinicas, o sea de los 6valos de Cassini, se da con la ecuacion de
las espiricas, por lo cual pueden considerarse dichas curvas como resultado de las
secciones de un plano con la superficie del toro, siendo el plano paralelo al de xy a la
distancia del eje igual al radio del circulo generador de la superficie.

L
CI<<RR—I (}v @j
o<l N h

Figura 92



Lauro Clariana Ricart

Secciones torales con aplicacion a la lemniscata de Bernoulli

Asi, las curvas de Cassini admiten las formas siguientes:

Caso1°
| >2c
=R

Caso 2°
2c>1>c
=R
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Ahora bien; veamos como las cassinicas pueden considerarse caso particular de las

espiricas.

Caso 3°
I Zc¢
c=R

Caso 4°
| =2¢c

Figura 122
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En efecto; al designar por M (fig.14) el punto generador de la curva, se admite para las
cassinicas que MF x MF'=a, siendo a una cantidad determinada.

T R Los puntos F y F' son fijos y suelen tomar el nombre
N de focos; el eje y pasa por el punto medio de FF', siendo los
///\: i ejes rectangulares y la recta FF' el eje de las abscisas.
A i
¢ ¥ TAT Facilmente se comprende que la igualdad anterior se
transforma en:
Figura. 142 \/(I - X)2 + y2 X \/(I + X)2 + y2 =a

Siendo oF =oF'=1, de donde:
(2 2 2)2_ 2 2,2
X“+y +19) =a“+41°x
luego si a® = 41%c?, resulta

<x2 +y? +I2)2 :4I2(x2 +cz)

Al comparar esta ecuacién con [3] resultan iguales al suponer R = ¢, luego las cassinicas
no son sino un caso particular de las espiricas, para lo cual se requiere que el plano secante
en el toro se halle del eje de revolucion a una distancia igual al radio de la circunferencia
generadora de dicho toro.

Asi resultan los cuatro casos indicados correspondientes a los 6valos de Cassini, y en
particular, la lemniscata de Bernoulli, cuando el plano secante es tangente a la superficie
del toro por la parte inferior. Ademas, cuando se estudia directamente la lemniscata de
Bernoulli, se encuentra que es un caso particular de la lemniscata hiperbélica. En efecto,
para ello supongamos la distancia focal FF' expresada por 2e y el producto de los vectores
MF y MF', igual al cuadrado de la mitad de la distancia focal, como suele admitirse e = oF
=oF'.

Asi, la ecuacion sera;

\/y2 +(e—x)° ><\/y2 +(e+x) =¢?
de donde
(y2 +x% +e? —2ex) (y2 +x2 e+ 2ex): ot
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(y2 +x%+ e2)2 ~4e*x* =¢’
[4] (y2+x2>2 +2e2<y2—x2):0

(y2 + x2)2 = 2e2(x2 - y2)

Es de ver que esta ecuacion corresponde con la lemniscata hiperb6lica
(x2 + y2)2 =b*x* -a’y?

en el caso de a?=b%=2e% Esto indica la importancia que debe concederse a la
lemniscata hiperbdlica para deducir de ella consecuencias, obteniéndose de momento

(x2 + y2)2 =a’ (x2 - yz) [4]
para la lemniscata de Bernoulli.
Veamos, pues, cuales son las principales propiedades de la lemniscata hiperbdlica.
1°.- La lemniscata hiperbdlica es la podaria central de la hipérbola dada por la ecuacién
a2x?2 —b2y2 — a2p?
Para hallar un punto de la podar hemos de tomar las ecuaciones de la tangente a la

hipérbola y luego la perpendicular a ella desde el centro u origen de coordenadas, de donde
resulta inmediatamente:

2 b2
Y —y=3X(x _x y=_"2 Y«
y bzy( ) a’x
0 sea
Yyb? — Xxa? = —a’b? Ya?x = —b?yX

Estas ecuaciones quedan satisfechas por

2 2
b X y= -a‘Y [D]

X = -
X2 4+Y?2

CX24y?2

luego las coordenadas (X,Y) corresponden a la podaria de la hipérbola de coordenadas
(x,y). Mas al substituir en la ecuacién de la hipérbola

a2X2 _b2y2 _ a2b2
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los valores (D), se obtiene:

a’h*X? —b?%a’v? 212
(x2+v2) (x21v2) -

de donde
b?X 2 —a?Y2 = (X2 +Y?)’

Ecuacion de la lemniscata hiperbdlica; luego la lemniscata hiperbdlica es la podaria de la
hipérbola en general.

Si se considera la hipérbola equilétera obtendriamos, como podaria suya, la lemniscata de
Bernoulli. En efecto, al suponer en las formulas anteriores a = b, resulta:

X2 —y? — a2 <X2+Y2)2:a2(X2—Y2)
Esta Gltima ecuacién es la que hallamos ya para la lemniscata de Bernoulli.

22 - La lemniscata de Bernoulli es la figura inversa de la hipérbola equilatera, o sea la que
se obtiene por radios vectores reciprocos de esta ultima.

En efecto, de x? —y? =a?, se deduce:

a

10520

p® 0520 = a* p=

La ecuacion de la lemniscata es: p, =a,/cos26, al pasar la ecuacion [4'] a ejes polares,
luego en la direccion de un mismo vector se tiene:

2
ppp=2a
Principio fundamental de las figuras determinadas por radios vectores reciprocos.

Por ultimo vamos a ocuparnos de la longitud de un arco de lemniscata de Bernoulli, en
funcion de la gamma de Euler, de las integrales elipticas y de las sigmas de Weierstrass.

Empecemos por hacer algunas consideraciones acerca de la ecuacion [4]. Al pasar esta
ecuacion a coordenadas polares se tiene:

p? =2e%c0s20

p=ev2+/cos20  [c]

de donde
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Ahora, si en el punto F de la tltima figura levantamos una perpendicular a FF', igual a e, y
trasladamos el punto R a Q por medio de un arco de circunferencia de centro O, cabra
escribir:

OQ=e \/E =a
y entonces la ecuacion [c] se reduce a

p=a+c0s20

siendo Q el punto donde la curva corta al eje polar, o sea al eje x primitivo.

Hay autores que suponen e = |, y de esta suerte se alcanza otra forma de dicha curva:

p= \/E \/€0s20
p= \/E \/€0s20

n
4
de lemniscata. Luego la expresion de dicho arco es

A
S=j Vpi+p? do
0

Segun la férmula hallada

se comprende que al variar 6de 0a -, el radio vector varia de \/E a 0, dando un cuarto

y COmo
o'=— \/E sen20
\/€0S20
resulta

3 2 4
S= \/E\/c0326+sen 229d9: \/EL
0 €0s20 0 \/€0s26

I
j cos 2pd o
0

si @ =26, se obtiene

NJE]

szﬁj‘z d6__\2
2 ), Jeose 2

10
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Por ultimo al suponer ¢ =r, se deduce facilmente

I
g e

L) (-p)= o2
de donde
ORI
4

Al sustituir este valor en [a] se obtiene:

N1 el
_ ra)r(a) ()
S =V2
V2r Jr
I
| N
(4)
Si nos refirieramos a un arco cualquiera, tendriamos que acudir a la integral eliptica de
primera especie como método general. En efecto, al partir de

0
dé
s=+2
jo V€0s26

y al suponer
sen’f = %sen2 ¢

11
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se obtiene:

cosepd @

[
do=—F
V2 |t

2

senezisen(p cosedezicoapd(p

V2 V2

sen® @

0520 =cos’ 0 —sen’0=1—2sen’ 0 =1—2sen’ ¢ = cos’ ¢
luego
® |

——=C0s do
s=z | 2
I

0 2

¢
J‘ b
2 I 2
| -5sen” ¢ cose 0 1/I—ésen [0}

Integral eliptica de primera especie de médulo K = % y siendo K =sen®, como indican

muchos autores, para formar las tablas de valores resulta 6 =45°.

Por altimo, puede relacionarse s con las funciones de Weierstrass. Representemos en este
caso la ecuacidn de la lemniscata que estudiamos conforme la notacion de Appell, por

r= \/E\/cosze

formula que ya hemos hallado, de donde resulta

dr:x/E —-sen20 do doe _  +/cos20
\/€0520 \2sen20

0

r

luego al aplicar las formulas generales

dr
2
o+ a7 —ar 1+
2
ds—=dr. 1460820 _ dr _ dr _ 2dr

4

se obtiene

Al integrar

12
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se deduce

Z
S=— L
L V4zd -z

Si comparamos este resultado con la formula general

Z
j dz
I‘J423-922—-93

g9, =1, y g9;=0

cabe suponer

luego, seguin la notacion de Weierstrass, se tiene

z= p(s,I,O)zlrL2

Veamos ahora como puede darse interpretacién geométrica a las nuevas funciones de

Weierstrass
c’1(5) 02(3) 53(5)

o(s)’ ofs) ols)

paracuando g, =1y g;=0

Sabido es que
4(23_ % Z_%j:4(z—el)(2—ez)(z_e3)

y en el caso particular que estudiamos

resulta

Ademas, como quiera que se tiene, en general,

\/pu—e1=z71(llj—%, \/pu—ezz%(l:ij), m:%%)

al aplicar estas formulas al caso de que tratamos, resulta:

13
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\/Z—l \/p(slo)—%: LZ_% \/7 m \/Esene _oy(s)

2 r r? - ols)
De un modo analogo se obtiene

1_5y(s) V2cos0 _ o5(s)

r ofs)’ r a(s)

Por ultimo, podemos poner en relacion las diferentes formulas halladas respecto a
lemniscata de Bernoulli.

Hemos obtenido

para la longitud de toda la lemniscata.

Ahora, segun las tablas de las gammas, se tiene:

Ly L1
F(I+Z)—4F(4)—O,906402

de donde
T2 Gj — 420906402
y como

Jr=1772

para un cuarto de lemniscata resulta,

_ 4x(0,906402)°

1772 =1854

Al utilizar la integral eliptica de primera especie, para este caso, conforme hemos hallado

I 2
o 1!
I 2Sen (0}

la

14
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debemos considerar K = —, correspondiente a un angulo de 45°,y ¢ =90° deducido de

|
V2
la férmula:

sen’9 =%sen2 ¢

Las tablas calculadas por Legendre, Bertrand, Hotel, etc., dan el mismo valor calculado
anteriormente hasta milésimas, esto es: s = 1,854.

Si supusiéramos una parte cualquiera de arco, por ejemplo, el correspondiente a 6 =15°,
resulta:

op:\/E\/c05300 :\/E%z\@:r:lme
2

valor inferior al que corresponde a
0Q =1, =2 =1414

Al consultar la tabla de valores de las integrales elipticas de primera especie, para

K=—t —senase y @=21008

V2

siendo este Ultimo valor deducido de sen?0 = %sen2 o, para 6=15°, da, aproximadamente,

como expresion de s,
s=0,3786

Asi, en definitiva, segun la formula anteriormente supuesta r = \/; , Se obtiene:

2= -0577=p(s,1,0)= p(0,3786,1,0)

r

Por fin, si se consideran las formulas de Weierstrass

V25seno _ c4(s) 1_ o,(8) V2 cos0 _ o3(s)

r a(s)’ r ofs)’ r a(s)

ellas permiten relacionar un arco s de lemniscata con los valores de las coordenadas
polares que le corresponden, o seacon ry 9.

15
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Las secciones torales consideradas solo se refieren al caso de que sea la meridiana de la
superficie toral una circunferencia, y los planos de seccion paralelos al eje de revolucion,
de suerte que facilmente se comprende la importancia que debe adquirir este problema
cuando varie la curva meridiana, asi como la direccién de los planos secantes. Campo de
investigacion precioso para los verdaderos amantes de la ciencia matematica, cuyos frutos
deberén juntarse con los que se vienen desarrollando desde la més remota antigtiedad.

Barcelona, abril-mayo 1913
Lauro Clariana Ricart
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