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n la obra alemana de Prym y Rost se determina la ecuacién de Poisson
fundandose en el circulo, dandonos ello a comprender que bien podian establecerse relaciones
entre puntos interiores y exteriores del mismo, y en el supuesto de que si los puntos interiores
hacian referencia a una curva determinada, podia obtenerse otra relacionada con la primera
por la parte exterior; asi, al admitir la misma relacién de puntos interiores y exteriores que
sirvio para establecer la ecuacién de Poisson, vimos que, dada la astroide como curva interior,
resultaba otra exterior, la cual nos atrevemos a designar bajo el nombre de pseudo-astroide
por la semejanza que guarda con la primera, constituyendo su estudio el principal objetivo del
presente trabajo.

Para mayor claridad, consideramos importante empezar por dar a conocer en términos
generales la familia de las astroides, antes de emprender el estudio de la curva pseudo-
astroide, lo cual servird para comprender mejor la semejanza que guarda esta Gltima curva
con la verdadera astroide referida al circulo.

Varios son los procedimientos que se conocen para engendrar la astroide, siendo los mas
importantes los que a continuacion indicamos:

1° La curva envolvente de una recta de longitud constante k, que se mueve apoyandose sobre
dos rectas perpendiculares, llamase astroide.

En efecto; si se toman por ejes coordenados las dos rectas entre las cuales se mueve la
propuesta, la ecuacion de la recta mavil serd

designando por a y b las longitudes interceptadas por la recta a partir del origen en cada uno
de los ejes coordenados, cantidades que se sujetan a la condicion

a® +b” =k?

en el concepto de que sea k la longitud de la recta mdvil. La diferenciacion, segun a 'y b de las
ecuaciones anteriores, da

xda, Ydb_o  ada+bdb=0
a b
de donde
_ _bdb _xbdb . db_
da= - Z a +ybz 0
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0 sea
X _Y
a® bl

igualdad que nos permite realizar las transformaciones siguientes:

1 2 22
x)?_a x?_a X*+y° _a’+b® _Kk*
y) b’ y) b*’ 2 g2 p?
V3
De un modo analogo,
2 2
2 .2
x3 a
En su virtud, se tiene
1 1
ky3 kx3
b=—""—7, a=——7
2 22 2 2)2
Al sustituir estos valores en la ecuacion primitiva,
£+X:|
a a
se obtiene
1 1
2( 2 202 2f 2 2)?
+ =1
K K
de donde
1 1
2 2Y2( 2 22
(x3+y3j (x3+y3j =k
0 sea
2 2 2
x3+y3 =k3

ecuacion de la astroide.
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2° Determinemos ahora la envolvente a las elipses representadas por la ecuacion

§+(kz—a)2:| [oc]

lo cual supone que la suma de los semiejes de las diferentes elipses es una cantidad constante
k; al relacionar este caso con el anterior, equivale a suponer que en el movimiento de la recta k
sobre los ejes cada punto de ella describe una de las elipses anteriores.

Veamos, pues, como la envolvente de dichas elipses, asi como de las diferentes posiciones de
la recta k, es la misma astroide. En efecto, al derivar segin a la ecuacién anterior, se obtiene:

x2 Y

XL -0

a® (k-a)
de donde
: : : oy ¥
y°* k-a y _k-a X3 _a 2 y 2 kxs
2= 7 7 oatp KA ate
x3 x3 +y3 x3+y3 X3+y3J [x3+y3]

Al sustituir estos valores en [o] se obtiene:

o 2 2 o 2 2
x3| x3 +y3 y3| x3 +y3
=1

+ =

luego

Igualdad que nos da la misma ecuacion hallada anteriormente correspondiente a la astroide.

3° Otro punto de vista importante existe para la generacion de la astroide, el cual consiste en
considerarla como una curva descrita por un punto de una circunferencia que rueda sin
resbalar sobre otra circunferencia fija exterior a ella y de radio cuatro veces mayor que la
movil.

En efecto, en el estudio de las epicicloides se encuentra para las coordenadas de un punto de
la epicicloide referida a ejes rectangulares, las siguientes ecuaciones:
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a+b
b 0

a+b
5 0

x = (a+b)cos—hcos
y =(a+b)sen®@—hsen

como facilmente cabe deducirlas de la adjunta figura 12, siendo

ACB=6, CB=a, OB=b, OM=h, CN=%Xx, MN=v, AB=BQ

Figura. 1?
de donde

_anq.
QOB = b 0;
ang I =ang 2.
ang3:QOB+9=%6+9:aT+be
sen2=sen3:senaTme:senl
C0S2 =—C0S3= —cosaTere =cosl

Xx=CH + HN

y=0H -OK
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Ahora, para pasar a la hipocicloide que consideramos, basta suponer en las férmulas
anteriores:

_p=_2
h=b= 1
resultando
X= §acose+200539
4 4
y= §asene—ésenBG
4 4
y como segun la Trigonometria se tiene:
c0s30 = 4cos’ 6—3¢0sh, sen30 =3sen0—4sen’ 0

al sustituir estos valores en las igualdades anteriores se obtiene:

3 a 3 3
X=Zacose+z(4cos 9—3cose)=acos 0
3 a 3 3
y:Zasene—Z(Bsen9—4sen 6):asen 0
de donde
2 2 2 2
3 3 3 3
(5)3 —C0s% 0; (Xj —sen®o, (5)3+(lj —1
a a a
2
\
Figura 22
0 sea
2 2 2
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y si a =k, se tiene definitivamente

w(nN
w(N
Il
~
w(nN

X +y

ecuacion de la astroide, segun se manifiesta en la adjunta figura 2°

No son estos los Unicos puntos de mira que pueden considerarse para la generacion de la
astroide, pues los trabajos de Bispal, Braseine, Lemoine, etc., expresan diferentes conceptos
que pueden considerarse referentes al mismo asunto.

CONSECUENCIAS IMPORTANTES DEDUCIDAS DE LA CURVA ASTROIDE

12 La evoluta de la astroide es otra astroide del mismo centro e inscripta en un circulo de
radio doble del que corresponde a la astroide dada y a angulos de 45 °respecto a los puntos
de retroceso de una y otra astroide.

Para probar este principio recordemos las férmulas generales que determinan las coordenadas
de un punto de la evoluta correspondiente a una linea dada cualquiera.

Sabido es que al hallar la primera y segunda derivada, segun x, de la ecuacion del circulo

(x—a)’ +(y-B) =R?

se deducen para a y B las coordenadas de un punto de la evoluta correspondiente a un punto x
é y de la evolvente; en efecto, de

(x—o)+(y-B)y'=0 'y l+y?+(y—B)y'=0
se deduce
2

l+y
yll

a=x+(y-B)y B=y+
Al tomar y'e y"de

se obtiene
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luego
2
ol
I+y X
B=y+ = =y+ -
1 x)Exy-y
3\y) X2
y después de toda reduccion se halla
21
B=y+3x3y3

De un modo anélogo se tiene

2 1 y 12
a=x+(y—Pp)y'=x+3x3 y{;) =x+3x3y3

Y como las ecuaciones
x=ksen’t e y=kcos’t"

) Interesa hacer algunas aclaraciones respecto al angulo t. Si diferenciamos las ecuaciones:

x =ksen®t y y=kcos3t

resulta:
dx = 3senk?tcost dt, dy = -3k cos? tsentdt
de donde
dy _
U cott

Segun la figura 3?, se tiene:

dy
&_—cott =tgl=-tg2=-cot3
luego

t=3

Esto nos indica que el angulo t hace referencia al formado en todos los casos por la normal a la curva que pasa
por el punto de contacto con el eje x;

Figura. 32

Por consiguiente, para tener los diferentes valores de t basta suponer rectas que salgan del origen perpendiculares
a las respectivas tangentes a la astroide.
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satisfacen a la ecuacion de la astroide, resulta
B =kcos>t+3ksen?tcost a =ksen®t+3kcos’ tsent

Si adoptamos ahora por nuevos ejes las bisectrices de los primeros, segin la Geometria
Analitica, se tiene:
V2

XZT(XZ—Yzl YZT(X2+Y2) [a]

férmulas generales de transformacion de ejes rectangulares en otros también rectangulares. En
efecto, de:

V2

siendo a; =45° y senoy =coso, = N resultan las formulas [a]

Interesa determinar x, é y,, siendo x e y las coordenadas a. y 3 de un punto de la evoluta
que se busca (Figura 3°%). Asi, pues, se tiene:

V2 ‘/E(y—X)

X2:7(X+Y) Ya="5"

Al sustituir por x ey los valores hallados de o y 3, se obtiene:

3
X, = @k [sent +cost]® = 2k(sentcos%+costsen%) =2k sen3(t +Ej

SN

3
Y, = %k [cost —sent]® = 2k(costcos%—sentsen%) =2k cos3(t+%j

y si suponemos

T
-
t=t+7
resulta
X, = 2ksen’t; y, =2k cos’t,

lo cual nos indica que la evoluta de la astroide es otra astroide correspondiente a un circulo de
radio doble respecto al primero, suponiendo luego que la astroide evoluta sufra un giro de
45°, tal como se manifiesta en la Figura 3**
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- v
s
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VB |
0 "3
Figura. 3

Empero antes de dejar de ocuparnos en términos generales de la astroide, digno de mencion
es indicar la facilidad con que puede obtenerse el area correspondiente a dicha curva,
mediante las funciones circulares, ocupandonos, por ultimo, también de la rectificacion de un
arco de la misma. Segun elementos de célculo integral, se tiene para el area:

A:J- ydx:J-
0

de la cual se deduce, suponiendo

2 2 2 2 2
2

1 2 2 2 2 2
£x 3dx = 2k 3t dt dx=3x3k3tdt=3k3tk3tdt=3kt2dt

2
3

w(N

x3 = k3t?

de donde

A:J‘Ot3k2\/m dt

Para determinar facilmente esta integral, correspondiente a un cuadrante, supondremos:

t=senp, dt=cosede, t=I, (ng, t=0, =0
2 % 2
A=3kzj cos? (psenchd<p=3k2J‘ COS4(p(|—COSZ(p)d@=3k2[%%—%%%}g: gizgz%nkz
0 0 o

10
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Para el area total multiplicaremos por 4, de donde:

A:gnk2

siendo k el radio de la circunferencia que pasa por los cuatro puntos de retroceso de la
astroide.

Mas sencillo resulta el problema de la rectificacion. En efecto, segun formula de calculo
integral, se tiene:
X
12
sS= J. I+ y' dx
0

Aplicandola al caso que nos ocupa, resulta:

SRENCAROE

Luego, como indica el matematico Teixeira, el cubo de la longitud del arco de astroide,
comprendido entre los puntos (0,k) y (x,y), es proporcional al cuadrado de la abscisa x.

CURVAS RELACIONADAS CON LA ASTROIDE

1° Curvas paralelas a la astroide:

Llamanse curvas paralelas, en general, a otra curva cualquiera, las obtenidas tomando sobre
las normales a ésta en uno u otro sentido, segmentos de longitud constante h, de suerte que al
aplicar este principio a la astroide

x=Isen’t  y=Ilcos’t

se pueden deducir para las coordenadas de un punto de la curva paralela a la astroide, siendo h
la porcion de normal que se toma, las férmulas siguientes

x=Isen*t+hcost e y=Icos’t+hsent

segun se deduce inmediatamente de la figura 32.

Notables son las consecuencias que se deducen de estas ecuaciones junto con sus derivadas.

11
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2° Al generalizar la ecuacion de la astroide cabe escribir.

SERUENC

Fécilmente se deduce para la ecuacion de la tangente a la curva la expresion

2
2.,\3 21
Y:—(—b yj X +b3y3

a’x

y como quiera que los puntos de interseccion de esta tangente con los ejes son

21 21
(o,b3y3] y (a3x3,oj

al considerar las coordenadas de un punto expresadas por

ecuacion de una elipse que es facil construir por lo que precede, la cual pasa por los cuatro
puntos de retroceso de [1], y cuya curva primitiva designa el matematico Teixeira por evoluta
de la elipse.

De un modo analogo se tiene que la ecuacion

queda satisfecha por las expresiones

x=aCh% é y=bSh%

12
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resultando la ecuacion de la hipérbola equilatera:
Ch’t —-Sh’t=1 [3]
por lo cual se considera [2] como evoluta de [3].

Por fin, notables son las relaciones intimas que guardan dichas evolutas con las cruciformes y
puntiformes, grupo de curvas mas generales, estudiadas por Bellavitis bajo la denominacion
de tetracuspides.

Vamos a ocuparnos ahora de la curva que constituye el principal objetivo del presente
trabajillo. Dicha curva la denominaremos pseudo-astroide, pues puede considerarsela como
una generalizacion de la astroide anteriormente estudiada.

En la célebre obra de Prym y Rost, Gltimamente publicada, al determinar la ecuacion de
Poisson se establece una relacion entre puntos interiores y exteriores de un circulo bajo una
razon constante. Asi, pues, cabe suponer gque los puntos interiores de una curva guarden
relacion con otra curva exterior.

Supongamos (figura 4?) el punto m interior de coordenadas polares (r =om,t= AOB), y se

2
trata de hallar el punto M cuyas coordenadas polares seran (RT =0M, t= AOB).

?

oD%

Figura. 4

En dicha figura se puede apreciar la construccién que debe realizarse para un punto, segdn la
2
tercera proporcional (RT =0M )

Asi, pues, si la curva interior es una astroide, puede trazarse por puntos mediante la
construccion anterior la curva exterior, conforme se manifiesta en la figura 52,

13
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En la figura 62 puede apreciarse el conjunto que resulta entre las curvas astroides, su evoluta y
la pseudo-astroide, trazadas en dos circunferencias cuya relacion de radios es de 1:2

Figura. 5

L

P.:ewlo—adhoide

Figura.6?

Hasta aqui no tenemos mas consideraciones geométricas. Vamos a ocuparnos ahora de
algunas expresiones analiticas importantes.

14
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Hemos hallado para la astroide

2 2 2
X3 + y3 — k3

luego al suponer k =R, resulta
2 2 2

cuya ecuacion queda satisfecha por
— 3 ; _ 3
Xx=Rsen’t ¢é y=Rcos't
conforme se ha indicado anteriormente.

Ahora bien, en la figura 4, al tomar las coordenadas de los puntos m y M, se deduce

2
r :R— TXiX
r
0 sea
2 2 3
X =R—2x=R—2Rsen3t=R—zsen3t
r r r
De un modo analogo
3
Y :R—Zcos3t
r
pero
rr=x*+y*= Rz(sen6 t +cosﬁt)
de donde
3 3
X =R 6sent6 V_R 6cost6
sen®t+costt sen®t+costt
1 1
(LJS sent (1)3 _ cost
R 1 R) 1
(sen6t+cosﬁt)3 (sen6t+cosﬁt)3

Elevando al cuadrado y sumando estas dos ultimas igualdades, se obtiene la ecuacion de la
pseudo-astroide siguiente:

w(N

2
Y \3 |
- =l 4
Rj [sen6t+cosstj 14

15
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Si llamamos p al radio vector de la pseudo-astroide, se tiene:

Origen de la curva pseudo-astroide

oF = X2 4y2 = RZ(Sen6t+c056t)=

(sen6t+cosﬁt)2 sen°t+cos’t

de donde
R
p= 5]

Vsen® t+cos’t
Luego si t = 0, resulta inmediatamente p=R, y si t:g
consideramos t=g, lo que supone:

Nl

cost=sent =

al substituir estos valores en [5] se obtiene

Valor méximo del radio vector.

, da también p=R. Ademas, si

Esta curva BMC (Figura 6%) es simétrica respecto a OM. En efecto, tomemos a ambos lados

de OM la misma cantidad angular, por ejemplo, 15°; asi se halla

FOB = 45°-15°=30° DOB =45°+15°=60°

y los valores de p referidos al angulo:

FOB=t=30° 6 al DOB=t=60°

resultan enteramente iguales, segun la formula [5].

Para tener el coeficiente angular de la tangente en un punto de la curva, tomaremos las

diferenciales de

3
X =R__Sen‘t Y =R

sen®t+costt sen®t+cost’

16
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de donde

6 4 2
dYZRBSent(cos t+cos't—cos t)dt

(30054 t—3cos’t+ I)2

3cost (sen®t+sen® t —sen?t)
2
(3cos4t—3coszt+ I)

dX =-R dt

en el concepto de que

cos®t +sen®t =3cos*t—3cos’t+1=3sen*t—3sen’t +1
Luego
dy  sent(cos®t+cos*t—cos’t

o )
dX ~ cost (sen6t+sen4t—sen2t)

0 sea
dY __cos’t+cos’t—cost
dX  sen’t+sen®t—sent

Este resultado representa el coeficiente angular de la tangente en un punto de la curva pseudo-
astroide.

Fijemos sus valores, por ejemplo, en los puntos B, M, C de la figura 62 En B se tiene: t =

n
2 )
luego g—; =0, Yy, por consiguiente, la tangente a la curva en dicho punto es el mismo eje x.

En M corresponde t=g, de donde g—;E:—l, cuyo resultado indica que la tangente a la
pseudo-astroide en este punto forma con el eje x positivo un &ngulo de 135°, o0 sea, que dicha

tangente es perpendicular al radio OM de la circunferencia correspondiente.

Por fin, en el punto o, como t = 0, se obtiene 3—; =-1, lo cual nos dice que la tangente a la

curva en dicho punto es precisamente el eje y.

Después de estas consideraciones generales acerca de la pseudo-astroide, pasemos a la
determinacion del area limitada por una porcion de curva. La formula general que debe

aplicarse es:
A= J‘ pZdt

N | =—

17
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Segun lo que precede resulta:

2 2 2 R? R?
= X24Y2= -
P sent+cos®t 1-3sen’t+3sen*t
luego
_| R2dt _R? dt
A_E 2 447 6 4 2, |
|—3sen t+3sen [ sen”t—sen t+§
Si
sen’t=z,  2sentcostdt=dz, dt= _dz
712
Asi, pues,

A R? dz

12 \/;\/:B—sz}

El trinomio %— z—12°, puede descomponerse en:

luego

Al descomponer el quebrado en fracciones simples se tiene:

| A B C,+D

e I O

2 12

O e (2| G R AR

18
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Y al sustituir estos valores en la expresion de A, se obtiene

A=tz 9z 5 _dz_ 3dz

12 \/; \/: (z—|)2+|

Ahora, segun la formula general de célculo,

j —(Z—C(TL)JFZEBZ dZ:%p[(Z—OL)Z +B2]+ Ca+D rotgZ =

al aplicarla al caso anterior en que

resulta

1 71—~ I
(I-z)2+L V3 arctg |2 RZ:{%ZZ—%(|'Z)2+%ar0t9(22—|)\/§}Rz

1
2 243 243

19
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limitando z entre 0 y % correspondientes a 0° y 45° de t, seglin sen’t = z, resulta:

_1(14T\R2
A_Z(I+3)R

_R*(1 ) e ar T
A= > (I+3jx8—4R (I+3j

Por altimo, vamos a ocuparnos de la rectificacion; verdaderamente que sube de punto la
dificultad cuando se trata de la rectificacion de la curva pseudo-astroide; sin embargo,
podemos indicar un medio para hallarla con bastante aproximacion. La formula general es:

6 4 24)? 2 o2 6 4 24)?
J. ldX24+dY2 = J- ?sen t cos”t+cos™t—cos t) +9R Ccos t(sen t+sen”t—sen t) dt

y para el area total

2 2
3cos t—3cos t+|) (3cos4t—3coszt+l)

Al suponer
tgt =z
resulta

dz _dt

- sent=—2_ cost=—_1
I+ VI+72 VI+72

luego se tiene:

2

2
72 | | | | 28 z* z?
2 377 V2 1.2 1.2 8T 2\2 1.2
l+z (|+22) (I+z ) l+z l+z (I+z ) (I+z ) |+z dz

4 I+22
3 7~ 32+I
(I+22) I+z

Después de varias reducciones resulta:

2 4 6 8 10
S —3R \/I 2°+7°+7° -7 +1 « 7d7

(I—zz)(l ~7z? +z4)4

Si hacemos z® =u, se tiene 2zdz =du, luego:

20



Lauro Clariana Ricart Origen de la curva pseudo-astroide

S=3Rj |—u+u®+ud—u*+u° du

(I—u)(l—u+u2)4 2

S_3R \/ l—u+u®+ud—u’+u® du
I-3u+6u®—6u’+3u® +3u°—6u®+6u’ —3u®+u® 2

T afin de obtener la longitud de medio

4

lazo de la pseudo-astroide, y segun z =tgt = \/H resultan para u los limites 0 y 1, de suerte
que el radical anterior toma

En el supuesto de tomar los valores de t=0 a t =

parau=0, elvalorl,
parau=0.5 elvalorl.3,
parau =1, elvalorl,

valores que oscilan entre |1 y 1,3. Asi, pues, puede tomarse la media aritmética entre estos
extremos, o sea |,15, como valor constante entre los limites de la integral, sin gran error
posible, resultando, en definitiva,

3 '3
S=2x115Ru| =2>x115R=1725xR
2 .2

expresién muy aproximada del arco BGM.

Podiamos haber seguido otro procedimiento para hallar el valor de S, simplificando el
quebrado subradical, obteniendo por fin la expresién

T R=1.8134R;

V3

pero hemos preferido seguir el procedimiento indicado, atendida su brevedad, y puesto que su
valor es muy proximo al verdadero.

Varias serian, seguramente, las propiedades que podian obtenerse de la curva que hemos
designado bajo el nombre de pseudo-astroide; pero por lo que precede puede juzgarse de las
dificultades a que las operaciones algoritmicas pueden dar lugar, presentandose, no obstante,
para los verdaderos amantes de la Ciencia matematica un campo hermoso y fecundo de
nuevas investigaciones interesantes.
Barcelona, 15 Mayo de 1914
Lauro Clariana Ricart
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